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TllÉORIIi ÉLÉMENTAIlîK 

DES 

QUANTITÉS COMPLEXES 


PREMIÈRE PARTIE. 

Algèbre des quantités complexes. 


CHAPITRE H' 

INTROni'CriON ' 

S I" 

Consiili>rntüins générales. 


1. Une des plus grandes di(TicuUés qu'éprouvent les commen- 
çants, en abordant l’étude de l'algèbre, c’est l’usage que l'on y fait 
de notions mystérieuses en apparence, comme celles des quantités 
négatis’es et des quantités imaginaires. Les géomètres qui ont assis 
sur des bases inébranlables les règles du calcul de ces symboles 
ont rendu un immense service à la philosophie mathématique. On 
peut cependant ne pas se trouver encore pleinement satisfait de 
leurs démonstrations, qui sont d’une rigueur inattaquable, sans 
doute, mais qui laissent subsister dans les mathématiques des sym- 
boles de quantités et des signes d’opérations qui semblent ne cor- 
respondre à rien de réel. Les raisonnements généralement employés 
reviennent à établir qu’il y a compensation entre deux absunlités, 
savoir ; entre la considération de quantités dont l’existence implique 
contradiction, et entre l’application à ces quantités d’opérations 
qui n’ont de sens que pour les quantités réelles. 

2. On aura donc obtenu un avantage important, si fon parvient 
à démontrer les inénies règles avec la même rigueur, sans intro- 
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duiredans les raisonnetncnls antre clios»? que des quantitc's réelles 
et mesurables, sur lesquelles on exécutera des opérations nettement 
définies, mais plus générales que les opérations simples de l’arith- 
métique. De cette manière, au lieu d’arriver au résultat par une 
route certaine, mais obscure, dans laquelle un esprit timide peut 
craindre à chaque instant de s'égarer, on passera par une suite de 
déductions claires, et l'on pourra suivre des yeux toutes les phases 
du calcul. 

On atteint ce but, en introduisant dans l’algèbre de nouveaux 
signes d’opérations fondés sur des considérations géométriques, qui 
offrent un champ plus étendu et des ressources plus variées que les 
considérations arithmétiques que l’on prend généralement pour 
point de départ. 

Toute valeur numérique peut être repré^ntée par le rapport de 
deux grandeurs géométriques, lignes, angles, aires, volumes, etc., 
ou simplement par une seule grandeur, si l'unité de son espèce 
est donnée. 

Une figure de géométrie peut être considérée comme la repré- 
senhilion d'autant de nombres qu’elle renferme de grandeurs 
mesurables. .Mnsi, un triangle représente trois nombres par scs 
trois côtés, trois nombres par ses trois angles, un nombre par son 
aire, etc. 

Toute construction géométrique correspond ù diverses combinai- 
sons d’opérations arithmétiques entre les nombres représentés pr 
les divers éléments de la construction. Ainsi, une force étant 
déterminée, dans un plan donné, par deux éléments, une longueur 
et un angle, la composition de deux forces, qui revient à la cons- 
truction d’un parallélogramme ou d’un triangle, correspondra à 
toutes les opérations arithmétiques nécessaires pour déterminer les 
éléments de ce parallélogramme ou de ce triangle au moyen des 
deux longueurs et des deux angles donnés. Cet ensemble d’opéra- 
tions sera désigné, d’une manière aussi claire qu’abrégée, en 
l’appelant construction d’un paralléloijrotnmc. 

A. L’algèbre s’occupe uniquement de la combinaison des opéra- 
tions, sans s’inquiéter de leur signification ni de leur nature. Elle 
donne les moyens de remplacer une combinaison d’opérations pr 
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une outre combinaison équivalente; mais elle ne traite nullement 
de la manière d’effectuer ces opérations. Elle part d’un petit nom- 
bre de principes tirés des propriétés communes que présente chaque 
opération dans les divers cas particuliers pour lesquels elle a été 
définie. Tels sont les principes suivants : 

Une somme ne change pas lorsqu’on intervertit l’ordre de ses 
parties (principe de Yaddition). 

La soustraction est l’opération inverse de l’addition. 

Un produit ne change pas Iqrsqu’on intervertit l’ordre de ses 
facteurs (principe de la multiplication). 

Etc. 

C’est en partant de ces principes que l’on établit les règles pour 
la transformation des opérations les unes dans les autres. 

Rien n’empêche donc de donner des opérations fondamentales 
relatives à telle ou telle espèce de quantités telles définitions que 
l’on voudra, pourvu que ces définitions s’accordent avec les prin- 
cipes en question. Les règles du calcul algébrique s’appliqueront 
toujours aux opérations ainsi définies tant que ces conditions seront 
remplies. 

Par exemple, rien n’empêchera d’appeler addition la comi»sition 
de deux forces, et de dire que la résultante est égale à la somme 
des composantes; caria somme, ainsi définie, jouit de la propriété 
de ne pas changer lorsqu’on intervertit l’ordre de ses parties. 

Naturellement les définitions des opérations ne doivent pas être 
choisies au hasard. On commence par prendre les définitions les 
plus simples; puis on les modifie en les généralisant, à mesure 
que les définitions primitives deviennent insuffisantes. Mais on a 
soin que chaque nouvelle généralisation renferme toujours les cas 
particuliers précédents. 

.0. Tant que l’on s’en tient aux définitions primitives, les règles 
de calcul ne peuvent embrasser à la fois tous les cas différents 
d’une même question; et si les calculs ont été établis spécialement 
pour un de ces cas, ils conduiront, pour les autres cas, à dos 
impossibilités. On cherchera alors è généraliser à la fois l’idée de 
quantité et les définitions des opérations, de manière que l’impos- 
sibilité soit écartée, et qu’une même formule puisse embrasser la 
solution de tous les c.as. 
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Remarquons, on passant, que l’impossibilité il’im problème n’est 
|)iis toujours aconséo par la nature même des symboles que le calcul 
donne pour solution. Elle p»'ut provenir de ce que le résullat ne 
remplit |ws certaines conditions que l’on n’a pas pu exprimer par 
les équations du problème. Le problème est impossible, par exem- 
ple, lorsque s;i nature exige que ta solution soit un nombre entier, 
et que le calcul donne un résultat fractionnaire. Tel serait le cas 
où l’on demanderait combien il faudrait donner de dents à une 
roue engrenant avec une autre roue armée de 50 dents, pour qu’elle 
fit 3 fois plus de tours que celle-ci dans le même temps. 

Il faut distinguer, en outre, entre l’impossibilité absolue d’un 
problème, et l’impossibilité de tel ou tel cas de ce problème, lors- 
qu'il en peut présenter plusieurs. C’est dans ce dernier cas seule- 
ment que l’on peut faire disparaître l’impossibilité par la généra- 
lisation des opérations. 

6. Cette généralisation s’obtient en remplaçant les définitions 
arithmétiques des quantités et des opérations par des définitions 
géométriques. C’est ce que l’on a fait, depuis Descartes, pour les 
quantités négatives. Mais c’est plus tard seulement que l’on a 
cherché à représenter géométriquement tes quantités imaginaires 
[vir des grandeurs réelles. Leur théorie purement algébrique n’a 
guère été fixée que depuis un siècle, après les travaux de d’Alembert 
et d’Euler, et c’est plus récemment encore que Cauchy y a mis la 
dernière main. 


i 11- 


•Sur l'hiiloire de la théorie géomélrique des imaginaires. 


7. Le premier essai de représentation géomélrique des quantités 
imaginaires est dû au géomètre prussien Heinrich Kühn, né à 
Kœnigsberg en 1090, mort à Danzig en 1769. 

Kühn a publié, en 1750, dans le tome 111 des Novi Commentarii 
de l’Académie de Saint-Pétersbourg, dont il était membre, un 
Mémoire de 54 pages in- 4°, intitulé ; Meditatmies de qumditatibus 
iinaijinariis comlruendis el radicibus imaginariis exhibendis . 

Ce travail, que Montucla traite peut-être avec trop de dédain. 
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ne contient pns, il est vrai, la solution de la diflieulté, que railleur 
avait aperçue; mais il a, du moins, le mérite d'avoir mis sur la 
voie, et il restait bien peu de chose à ajouter pour obtenir la repré- 
sentation des imaginaires telle qu'on la conçoit aujourd’hui. 

8. Voici sur quelles bases reposent les considérations longue- 
ment développées par Kühn. 

Élant donnés deux axes rectangulaires, portons, à partir de leur 
intersection mutuelle, et de part et d’autre de celte intersection, 
sur l'un d’eux, des longueurs égales à a, et sur 
l’autre, des longueurs égales à b. En donnant des 
signes à ces longueurs, d’après la convention éta- 
blie par Descartes, les segments pris sur le premier 
axe seront t- a et — a ; les segments pris sur le 
second axe seront H- 6 et — b. Construisons les 
quatre rectangles qui ont ces segments pour côtés, 
et donnons aux aires de ces rectangles les signes qui résultent de 
la multiplication de leurs dimensions en grandeur et en signe. Les 
aires de ces quatre rectangles seront alors 

— X (+3)= 
p = (-ea) X (— é) = — éa, 
y = (—a) X (— é)= +ia, 
i = ( — a) X (-+-é) = — ad . 

Supposons maintenant b = a, et désignons par le signe le 
côté de chacun des carrés résultants. On aura, d'après Kühn, 

V a =■ V(+a) X { + a) — + a , 

Vi = V'(-t-a) X ( — a) — — 

Vy = V (~a) X (—a) = —a , 

VT= V{—a) X (-4-a) = — V/— a». 

Remarquons qu'il serait plus naturel, selon nos idées actuelles, 
de poser, comme nous le verrons plus tard, 

V/F = -f- t/Fi*". 



Fut. I 
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0, L’imaginaire ztV — a', f[ui exprime l’une ou l'autre des 
racines de l’équation 

X* + a» = 0, 


est définie par Kiihn comme le côté de l’un des carrés négatifs 
P ou 5. Mais l’auteur n’indique pas lequel des côtés du carré il faut 
prendre pour représenter l’imaginaire, et faute d’avoir fait entrer 
dans cette reprfeentation la notion de direction, il lui devient 
impossible de définir ce qu’il faut entendre par la somme d’une 
quantité réelle et d’une quantité imaginaire, telle qu’on la rencontre 
dans la solution de l’équation complète du second degré 

(<r — y)* + ^ O . 

Il dit bien que cette équation est vérifiée en prenant pour x — g 
le côté d’un carré négatif; mais il n’indique nullement quel sens 
il faut attacher à la racine elle-même 

X— g + V — h* . 

C’est donc à tort, selon nous, que l’on fait souvent remonter à 
Kiihn l’idée de la représentation des imaginaires au moyen d’une 
direction perpendiculaire à celle qui correspond aux quantités 
réelles. On voit, au contraire, qu’il considère les longueurs comp- 
tées sur l’axe vertical comme des quantités réelles, positives ou 
négatives, aussi bien que les quantités comptées sur l’axe horizontal. 
Tout ce qu’on peut dire, c’est qu’il a posé le problème sans le 
résoudre, et que la lecture de son Mémoire aurait pu mettre ses 
successeurs sur la voie de la solution. 


10. Pendant le demi-siècle qui suivit la publication du travail 
de Kiihn, la question fut à peu près abandonnée. Nous lisons seu- 
lement, dans une Note de Cauchy (*), la mention suivante, à propos 
des travaux dont nous parlerons tout à fheure ; 

« Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à 
» ce qu’il paraît, obtenue, même avant le siècle présent, et dès 
» l’annfe 1786, par un savant modeste, M. Henri-Dominique Truel, 
» qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a 


(') Exercices li'Aimlysc cl de l'hijsiiiue mulhémalique, l. IV. p. 157. 
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» communiqués, vers l'année 1810, à M. Augustin Normand, cons- 
» tructeur de vaisseaux au Havre. > 

11. Le premier Mémoire publié sur ce sujet, depuis la tentative 
de Kühn, est celui de l’abbé Buée, inséré dans les Philosophical 
Transactions pour l’année 1806, et intitulé ; Mémoire sur les 
quantités imaginaires (56 («ges) (’). 

Dans ce travail. Buée formule nettement, pour la première fuis, 
la représentation des lignes imaginaires par des longueurs per{)en- 
diculaires à la direction des lignes réelles. 

Il parvient à ce résultat par deux raisonnements dilTérents. 

Le premier repose sur la construction d’une moyenne propor- 
Fie. 2 . tionnelle. La perpendiculaire AB, élevée sur le mi- 
lieu dn diamètre d’un demi-cercle de rayon = 1, 
est une moyenne proportionnelle entre les deux 
moitiés, AC — +1, AD = — 1, dn diamètre. Elle 
a donc pour valeur 

I) X (— I) = V/“. 

L’autre raisonnement n’est autre chose que celui de Kühn, com- 
plélé. Buée considère, comme Kühn, les quatre 
carrés a, y, de côté = 1, formés autour d’un 
point O, et dont les surfaces sont ± 1 . Le carré a, 
dans les (|uatrc positions qu’il occupe successive- 
ment, en tournant chaque fois d’un quart de révo- 
lution autour du point O, prend respectivement 
les quatre valeurs 

-t- 1 , — 1 , -+ t , — 1 . 

On peut considérer ces quatre valeurs comme les carrés des 

quantités 

+ 1, 4-V/— I, —1, —V—\, 

qui seraient représentées par le côté OA dans ses quatre positions 
OA. OA', OA’, OA'. 


Celle analyse esl cinprunti'e à ruuvrage du professeur Malzka : l>rsuc/i 
rinrr riebligen Ij'hrr von ditr Realilÿl der Vi>rgebUch imagiiuiren Grüssen der 
AIgtbra u. *. w. Prague, 1850. 
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Si jiisU' c€pcu(lanl que soit la solutiun donnée |)<ir Buée, on ne 
|)cut nier qu’elle no repose sur des arguments plus méUtphysiqut's 
que mathématiques, et sur une extension mal justifiée des règles 
du calcul algébrique. Aussi son travail n’a-l-il [ws attiré l’attention 
qu’il aurait méritée, malgré quelques erreurs qui le déparent. 

12. Dans la mémo année 1806, Hohert Argand, de Genève, fit 
imprimer à Paris un opuscule intitulé ; Essai sur une manière de 
représenter les t/uantilés imaijiunircs dans les constructions ijéo- 
métriques . Cet ouvrage, sans nom d’auteur, n’a pas été mis dans 
le commerce. Nous le connaissons par un extrait qu’en a donné 
l'auteur dans les Annales de Gergonne (t. IV, 1813), et par une 
note de Cauchy (•). 

Argand établit d’abord, en suivant la première méthode de Buée, 
la représentation de v ^ par une longueur portée dans une direc- 
tion perpendiculaire à celle des lignes réelles. 

B généralise ensuite celte conception, en introduisant la repré- 
sentation, par un symbole unique, d’une ligne considérée à la fois 
en grandeur et en direction. 

Il définit, comme nous le ferons plus tard, les opérations de 
multiplication et d’addition efTecluécs sur les ligues diriijces; il 
en lire la décoiiqiosilion de ces lignes suivant deux axes rectangu- 
laires, laquelle correspond, en analyse, à la sépar.ition du réel et 
de l'imaginaire. 

Il établit ainsi la formule 


qui n’est autre chose que le théorème de Moivre, et il en déduit 
toutes les formules de la trigonométrie. 

Argand termine son Mémoire en exposant géométriquement la 
démonstration donnée par Legendre de la proposition fondamentale 
de la théorie des équations algébriques : Toute équation algébrique, 
à coejjidcnts réels ou imaginaires, a au moins une racine repré- 
sentée par une ligne dirigée, c'est-à-dire une racine réductible à 
la forme a + b v . 

Dans une Note publiée plus tard dans le même volume des 


(') Exerckes d' Analyse et de Physique mathématique, l. IV, p. 179. 
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Annales, Argand reprend sa démonstration avec plus de détails, et 
la rend tout à fait rigoureuse. Nous la reproduirons plus loin. 

trî. Les communications d’Argand avaient eu lieu à l’occasion 
d’un article publié dans le même recueil scientifique par J. -F. 
Français, professeur à l’École d’Artillerie de .Metz. Celui-ci, d'après 
quelques indications qui lui étaient parvenues sur les idées d’Ar- 
gand, sans qu’il en connût l’auteur, avait réussi à en retrouver les 
principaux résultats, et en avait fait l’objet d’une Note (^), à la suite 
de laquelle Argand réclama la priorité. 

On remarque, dans la Note de Français, le premier emploi de 
la nutation 

’ 

pour désigner une ligne de longueur r, et faisant avec un axe fixe 
l’angle p, notation très simple, que Cauchy a fini par adopter. 

14. Parmi les auteurs qui, depuis Argand jusqu’à Cauchy, ont 
traité le même sujet, nous citerons seulement Mourey et Warren, 
dont les travaux ont paru dans la même année 1828. 

Mourey, dans une brochure qui a pour titre ; La vraie théorie 
des qvaiililés négatives et des quantités prétendues imaginaires, 
dédié aux amis de l’évidence, et qui a été réimprimée en 1801, 
développe complètement les règles du calcul des lignes dirigées, 
et donne une nouvelle démonstration de la proposition fondamen- 
bile de la théorie des équations. N'alheureusement la lecture de ce 
travail remarquable est rendue dilTlcile et rebutante par une profu- 
sion de termes nouveaux et de notations bizarres, le plus souvent 
inutiles. 

Mourey se proposait de publier un Traité beaucoup plus étendu, 
dont sa brochure n’était qu’un extrait, et où il devait être question, 
entre autres choses, de la représentation symbolique des lignes 
dans l’espace, au sujet de laquelle Argand et Français n’avaient rien 
trouvé de satisfaisant. Nous ignorons ce qu’a pu devenir ce manus- 
crit, dont la perte serait regrettable. 

15. John Warren, fellow à l’Université de Cambridge, puis pas- 
teur à Huntingdon , a fait imprimer une brochure intitulée : 


(*| Niiureaux jn-inciiies tlf gimnélrk de pusilOm, et interprélatinn ijéuinèlriipie 
des symMes imaijinaires. {Ann. de Math., I. IV, |i. 01-71.) 
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,4 Trcalise on Ihc (jeomeirical représenta! ion of lhe square roots 
of négative qua/itities. Cambridge, 1828 ( 154 pages grand in-8"). 
Cette brochure a été suivie de deux articles moins étendus, insérés 
dans le Philosophical Transactions [jour l’année 182t) (*). 

Le travail de Warren est plus complet et plus étendu que l’opus- 
cule de Mourey. La discussion des racines de l’unité y est traite 
avec soin. L'auteur termine par une démonstration des principales 
formules de la trigonométrie, et par diverses applications au calcul 
intégral et à la mécanique. On peut lui reprocher seulement, 
quoique à un moindre degré peut-être qu’à Mourey, l’introduction 
de notations compliquées et incommodes. 

16. Les deux ouvrages que nous venons de citer renferment 
complètement la théorie élémentaire de la représentation géomé- 
trique des imaginaires, ou, si l'on veut, de la représentation par un 
symbole imaginaire d’une droite quelconque tracée dans un plan. 

Cette théorie a été reprise et coordonnée par Cauchy, dans le 
tome IV de ses Exercices d’ Analyse et de Physique mathématique 
(pages 1.57-355), et l’on peut dire maintenant qu’elle a reçu sa 
forme définitive. 

17. 11 n’entre pas dans notre plan de traiter des applications à 
la géométrie pure et à la mécanique qu'a reçues la théorie dont 
nous nous occupons. Nous nous contenterons de mentionner les 
travaux de SchelTler (*) sur l’usage des imaginaires en géométrie 
analytique, cl le Mémoire de Siebeck (^) sur les transform.ations 
géométriques déduites de la théorie des imaginaires. 

Nous ne pouvons non plus nous occuper du travail considérable 
publié par M. Maximilien Marie sur les fonctions de variables ima- 
ginaires (*), ce travail étant fondé sur un système de représenta- 
tions des imaginaires essentiellement différent de celui qu’ont 
adopté Cauchy et Riemann. 


(*| Matzka : Versuch ci'ner richtiger Lehre u. s. 

(*| lier Silualiunskalkul Brunswick. 1851, 1 vol. in-8“. 

(’) Ijeber die graphisrhe Darskdltt/ig iinaginarer Functwiieii. (Journal de 
Crelle, t. I.V, p. 2Î1-Î53. 1858.) 

(*) Nouvelle théorie des fonctions de variables imaginaires. (Journal de Liou- 
ville, 1858-1802.) 
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CHAPITRE U. 


DES QUANTITÉS ARITHMÉTIQUES ET ALGÉBRIQUES, OU QUANTITÉS RÉELLES. 


§ 1 ". 

18. Dans toute question où les données sont exprimables en 
nombres, la solution se ramène, en définitive, à des opérations 
d’arithmétique. 

La détermination de ces opérations et leur transformation en 
d’autres opérations équivalentes constituent le but de l’algèbre, ou 
plutôt un cas particulier du problème plus général qu’embrasse 
cette science. 

L’algèbre, en effet, s’occupe uniquement de la combinaison 
d’opérations dont les opérations d’arithmétique forment un cas très 
restreint, et auxquelles on a donné les mêmes noms qu’aux opéra- 
tions d’arithmétique, parce qu’elles jouissent des propriétés sur 
lesquelles les combinaisons des opérations d’arithmétique sont 
fondées. 

Par exemple, le résultat d’une addition arithmétique ne change 
pas lorsqu’on intervertit d’une manière quelconque l’ordre des 
parties. C’est sur cette propriété que sont fondées les transforma- 
tions que l’on peut faire subir aux combinaisons d’additions entre 
elles, ou aux combinaisons de l’addition avec son opération inverse, 
la soustraction. De là les différentes manières de calculer la valeur 
d’un polynôme, etc. 

Si nous donnons maintenant le nom à'addilion à une opération 
quelconque jouissant de la même propriété fondamentale, et le 
nom de soustraction à l’opération inverse, il est clair que tous les 
résultats obtenus relativement aux transformations de l’addition et 
de la soustraction en arithmétique subsisteront encore quand il 
s’agira des mômes opérations généralisées. 

De même, toutes les propriétés de la multiplication, de l’éléva- 
tion aux puissances et des opérations inverses, la division et l’ex- 
traction des racines, découlent du principe général que, dans un 
produit, on peut intervertir d’une manière quelconque l’ordre des 
facteurs. 
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Si nous appelons mnltipliailion une opération quelconque jouis- 
sant de la môme propriété relativement à l’interversion des facteurs, 
et si nous en déduisons, comme en arithmétique, les définitions 
généralisées de l’élévation aux puissances, de la division et de 
l’extraction des racines, toutes les règles de l’arithmélique déduites 
du principe fondamental subsisteront pour les opérations généra- 
lisées, quelle que soit la nature de ces oftéralions, et quels que 
soient les moyens à employer pour les effectuer. 

19. Il ne faut donc pas se représenter l’algèbre comme opérant 
uniquement sur des quantités numériques, et ne pouvant traiter 
les grandeurs concrètes sans passer par l’intermédiaire des nom- 
bres. Une formule algébrique peut indiquer immédiatement une 
construction géométrique ou un mouvement mécanique, sans qu’il 
soit nécessaire en aucune façon de songer à févaluation numérique 
des données du problème. 

Ainsi, si l’on définit la multiplication géométrique comme la 
construction d’un rectangle, l’équation 

3aé é* 

exprime l'équivalence entre une certaine aire et la somme de plu- 
sieurs autres, abstraction faite de toute évaluation numérique de 
ces aires. 

20. Après ces remarques sur l’indépendance qui existe entre les 
règles données par l’algèbre pour la transformation des opérations 
et la nature même de ces opérations, occuix>ns-nous des divers 
systèmes de signes que l’algèbre peut employer dans ses formules 
pour indiquer ces transformations. 

On connaît l’emploi des signes de l’arithmétique -t- , — , X , , 

pour représenter les transformations algébriques de môme nom que 
les opérations arithmétiques correspondantes. 

Mais il est souvent plus avantageux de prendre pour images de 
ces transformations, non plus des opérations arithmétiques, mais 
des constructions géométriques, dont la variété beaucoup plus 
grande permet d’indiquer plus brièvement des combinaisons com- 
pliquées, et d’embrasser sous un môme énoncé des cas plus géné- 
raux, en môme temps que ces constructions aident l'intelligence 
en parlant aux yeux. 
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Maintenant, lorsqu'on a reconnu qu'une construction géométrique 
jouit des mômes propriétés fondamentales qu’une certaine opération 
d'arithmétique, rien n’empéchera de lui donner le nom de cette 
opération, et do la soumettre comme elle aux transformations de 
l’algèbre. 

21 . Pour en donner un exemple, considérons la règle du paral- 
lélogramme des forces. En représentant chaque force par une ligne 
parallèle à sa direction et de longueur proportionnelle à son inten- 
sité, la détermination de la grandeur et de la direction de la résul- 
tante de deux forces dépendra des opérations indiquées par la 
trigonométrie pour la résolution d’un triangle dont on connaît deux 
côtés avec l’angle qu’ils comprennent. On voit, de plus, aisément 
que la résultante de deux ou de plusieurs forces ne dépend en 
aucune manière de l’ordre dans lequel on compose ces forces. 
Donc l’opération de la composition des forces jouit de la propriété 
fondamentale de l’addition, de ne pas dépendre, quant au résultat, 
de l’ordre dans lequel on range les quantités composer. Hien donc 
n’empôcho de nommer addition de deux ou de plusieurs forces, en 
grandeur et en direction, la combinaison d’opérations d’arithméti- 
que ou de constructions géométriques qui sert à la détermination 
de la résultante au moyen de ses composantes. Dès lors, tous les 
calculs algébriques relatifs à l’addition et à son opération inverse, 
la soustraction, s’appliqueront, sans aucun changement, à la com- 
position des forces, et les seuls signes -l- ou — snfTiront pour 
indiquer tout fensemble des opérations d’arithmétique qu’exige la 
résolution d’un triangle. 

Nous allons voir maintenant comment se sont faites les exten- 
sions successives des définitions des quantités et des opérations. 


î H- 


/>.< iiiuiulilês el des u/iéraliorvi arithmétiques. 


22. On peut représenter tous les nombres, et plus généralement 
tous les rapports, commcnsurables ou non, des grandeurs à leurs 
unités respectives, par des longueurs portées sur une droite OX, à 
partir d’un point fixe 0, pris pour origine, et dans une direction 
constante de 0 vers X. Celle des extrémités d’une longueur qui est 
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la plus voisine du point O, est dite le commencement ou l’extrémité 
initiale; l’autre est dite la (in ou l’extrémité finale. 

En adoptant ce mode de représentation , les diverses opérations 
relatives soit aux nombres, soit aux quantités concrètes, se ramè- 
neront à des constructions géométriques que l’on jwurra généra- 
lement effectuer, ou du moins dont on concevra toujours la 
possibilité. 

Nous admettrons qu’une grandeur puisse toujours être transpor- 
tée, sans changer de valeur, soit le long de l’axe OX, soit sur une 
parallèle à cet axe. 

23. Cela posé, pour faire X'addilion de deux longueurs, on les 
portera sur la même direction, en faisant coïncider le commence- 
ment de Tune avec la fin de l’autre. La somme sera la distance dés 
deux extrémités non communes. 

Pour faire la somtraclion, on portera encore les longueurs sur 
la même direction, mais en faisant coïncider leurs extrémités 
finales. La différence sera la distance des extrémités initiales. 

On pourrait encore opérer la soustraction en faisant coïncider 
les extrémités initiales. La différence serait la distance des extré- 
mités finales. 

24. La multiplication s’effectuera par la construction d’une 
Fig 8. quatrième proportionnelle, le produit .t = a. b àc 

a par b étant le quatrième terme de la proportion 

\ :a — d:x. 

SurOX, prenonsül = 1 ,0a = a; surO'X', 
parallèle à OX, prenons 0 ' 6 = 6 ; menons la ligne 
1è, qui rencontre, en un point P, la ligne OY, 
perpendiculaire à OX, et tirons. Pa, qui coupera 
O'X' en a:. La ligne Ox = x sera la quatrième proportionnelle 
cherchée, et représentera le produit demandé a.b. 

La division se ramène immédiatement à la multiplication, et 
s’effectue aussi par la construction d'une quatrième pro[>ortionnelle. 
Ainsi le quotient ^ =-j sera déterminé par la proportion 

i: a = 1 .X, 

et se construira comme le produit de tout à l’heure. 
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L'élà^ation aux puissances entières s’opère au moyen de plusieurs 
multiplicalions successives. 

25. L’extraction de la racine carrée revient à la construction 
d’une moyenne proportionnelle entre la quantité donnée et l’unité. 

Les extraetions de racines dont les indices sont des puissances 
de 2 s’opèrent par la répétition de la même construction. 

Quant aux racines dont les indices ne sont pas des puissances 
de 2, on peut les extraire théoriquement à l'aide de l’instrument 
imaginé par Descartes Q, ou pratiquement par des méthodes 
d’approximation indéfinie. 

Il en serait de même pour la résolution des équations algébriques 
et pour les opérations transcendantes, correspondantes aux fonctions 
exponentielles, logarithmiques, circulaires, etc., ainsi que pour la 
résolution des équations transcendantes. 


I III. 


Des quanlilés et des opérations algébriques. 


26. Un problème étant posé, l’algèbre nous enseigne à transfor- 
merles conditions données en d’autres qui permettent la résolution, 
exacte ou approchée, du problème à l’aide des opérations de l’arilh- 
méliqne ou des constructions géométriques. Il peut se faire, dans 
certains cas, que l’on soit ainsi conduit à des opérations inexécu- 
tables, telle que celle de souslraire un plus grand nombre d’un 
plus petit. 

L’imfiossibilité du problème, accusée par une opération impos- 
sible, peut être tantôt absolue, tantôt apparente. Elle sera absolue 
lorsque les conditions exprimées par l’équation du problème cor- 
respondront complètement à celles de l’énoncé, celui-ci ne pouvant 
donner lieu qu’à l’équation reconnue impossible. 

D’autres fois, l’impossibilité est seulement apparente. C’est 
lorsque le problème pouvant offrir plusieurs cas entre lesquels on 
ne sait pas choisir a priori, on a mis un seul de ces cas en équa- 
tion, et que le cas que l’on a pris n’est pas celui qui a lieu 
réellement. 


(") Géométrie, livrp II. 
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27. On pout SC demander maintenant s’il n'est pas possible de 
donner à l'idée de quantité et aux définitions des opérations une 
extension analogue à celle que l'on a déjîl admise en arithmétique, 
pour passer du calcul des nombres entiers au calcul des fractions, 
cette extension devant permettre d’embrasser dans une même 
formule les divers cas d’une même question, et faire ainsi dispa- 
raître l’impossibilité, lorsqu’elle n'est qu’apparente. 

Choisissons un exemple particulier, le plus simple possible. Une 
l>ersonnc reçoit une somme a et perd une somme b : on demande 
quel changement a subi l’état de sa fortune. 

Il y a d’abord deux cas à distinguer, le changement pouvant 
avoir eu pour résultat soit un gain, soit une perte. Figurons géo- 
métriquement les opérations nécessaires à la solution du problème. 

Si l’on suppose d’abord qu’il y ait un gain, prenons ce gain pour 
4 . inconnue. Portons, sur la droite Oa:, une 

. • ( J, longueur OA = a , et retranchons-en la lon- 

” B A gueur AB = b. Alors laditférencc OB repré- 

sentera le gain cherché. 

Si l’on suppose, au contraire, qu’il y ait eu perte, on portera, 
Fig . 5 sur une ligne Oa;', une longueur OB' = b, 

et l’on en soustraira B’ A' — a. Le résultat 


A’ 


B’ 


O 'A' sera la perte cherchée. 

Le premier cas est possible, si l’on a a > 6; le second, si l’on a 
a < é ; c’est ce que supposent les deux figures. 

Voyons maintenant ce que deviendrait la solution du premier 
cas pour a < é. De la ligne OA, il s’agirait de soustraire la ligne 
plus grande AB, ce qui est arithmétiquement impossible. Si néan- 
moins nous e.\écutons la même construction g(k)tnétrique que dans 
Fig. 6. le cas où la soustraction est possible, le 

1^ point B se trouvera porté à gauche du 
B O A point 0, à une distance OB — i — a. Or, 
cette distance donne précisément la valeur de la perte qui a réelle- 
ment lieu. Donc la même construction géométrique peut servir à 
résoudre les deux cas du problème, et la solution sera toujours 
représentée par la distance OB, portée à droite du point 0, lorsque 
c’est un gain, à gauche, lorsque c’est une perte. 

Cette construction a, de plus, l’avanUige de pouvoir faire connai- 
tre en même temps l’état de la fortune du [Xissesseur. Suppo-sons, 
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en effet, que celle fortune soit représentée par la longueur ûO. 
Fij.7. 11 faudra lui ajouter la solution OB, lorsque 

i S ® ce sera un gain; l'en retrancher, lorsque 

— ïî i — 6 * ce sera une perte. 11 faudra donc porter 

la solution, dans le premier cas, à droite, dans le second cas, é 
gauche du point O, et c’est précisément ce que donne la construc- 
tion précédente. 


28. On voit aisément que la construction géoméiriquc du pre- 
mier cas revient à porter l’un à la suite de l’autre, en sens opposés, 
les axes Ox, O'x' {fig. 4 et 5), sur lesquels sont comptés respec- 
Fig. 8. tivement les gains et les perles. Le 

I 9 I I I 1 -^ passage du gain à la perte, qui se fait 

B O' B B A par degrés continus, lorsqu’on fait 

croître b, par exemple, se trouvera indiqué par le passage du 
point B de la droite à la gauche de l’origine 0, et l’on n’aura plus 
à se demander sur lequel des deux axes il faut porter le résultat, 
la construction le portant d’elle-même sur l’axe convenable. 

Les deux axes n’étant plus terminés l’un et l’autre au point 0, 
et se servant mutuellement de prolongement, le point B ne risquera 
plus, pour ainsi dire, de tomber dans le vide, lorsqu’on aura fait 
la construction du gain pour le cas de la perte, ou vice versa. La 
soustraction définie géométriquement ne sera donc plus impossible, 
comme pouvait l’être la soustraction arithmétique. 


29. Si donc nous désignons par le signe — la soustraction géo- 
métrique, et par x le segment OB, la solution du problème sera 
toujours fournie par l’équation 

X = a — 6, 


la longueur de OB donnant la grandeur du gain ou de la perle, et 
la direction de OB indiquant si c’est à un gain ou à une perte que 
s’applique celte grandeur. 

Si maintenant k représente la fortune primitive, y la fortune 
actuelle du possesseur, on aura, s’il y a gain. 


s’il y a perte. 


y = A-+-OB; 
y = i — ÜB. 


i 
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Dans le premier cas, on a évidemment, 

y = k X. 

Voyons comment nous pourrons faire rentrer le second cas dans 
la même formule. 

80. Nous avons défini, dans la représentation des grandeurs 
arithmétiques ou absolues, le point initial comme étant l’extrémité 
la plus rapprochée de l’origine 0, le point final comme étant l’ex- 
trémité la plus éloignée de cette origine. En d'autres termes plus 
généraux, nous avons établi, quelle que soit la position du segment 
considéré, que l’on va du point initial au point final en marchant 
de la gauche vers la droite. 

Considérons maintenant le segment OB, qui, suivant sa direc- 
tion, représente un gain ou une perté. En se rappelant que l’axe 
x'Ox, indéfini dans les deux sens, a été formé par la juxtaposition 
des axes 0a;,0'a:' (fig. 4 et 5), indéfinis chacun dans un seul 
sens, on voit que 0 doit être considéré comme 1e point initial soit 
du gain, soit de la perte. Donc, dans la construction généralisée, on 
ira du point initial au point final de la solution ir, en marchant de 
gauche à droite si x représente un gain, et de droite à gauche si x 
représente une perte. 

D’après ces conventions sur les noms à donner aux extrémités 
du segment 31, on voit que, si l’on étend à tous les cas la définition 
que nous avons donnée (n" 23), de Vaddiliun géométrique, la sous- 
traction de la longueur OB, dans le cas où elle devra avoir lieu, 
sera précisément ce que nous devons appeler addition du segment 
dirigé x. 

Donc, dans tous les cas, si l'on adopte pour l’addition et pour la 
soustraction leurs définitions géométriques, en ayant égard à la 
transposition des noms des extrémités qui correspond au change- 
ment de direction du segment, on aura, pour la solution complète 
du problème, les équations 

X = a — è , 
y = k k- X , 

dont la première fera connaître le gain ou la perte (celle-ci étant 
considérée comme un gain négatif), et l’autre, la fortune actuelle 
du possesseur. 
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On voit que la soustraction géométrique se fait ici en prenant 
la différence des valeurs absolues, et portant le résultat dans le 
sens affecté au plus grand terme; et que l'addition géométrique 
répond, suivant le sens de x, soit à une addition, soit ü une sous- 
traction arithmétique. 

31. Nous pouvons encore compléter la généralisation que nous 
avons commencée. Dans la formule 

y z=. k + x, 

l’addition géométrique suffit pour représenter à la fois l’addition 
d’un gain ou la soustraction d’une perte. Si, au lieu de représenter 
par X un gain porté à droite ou une perte portée à gauche, nous 
avions représenté para: une perte portée à droite ou un gain porté 
à gauche, nous aurions obtenu, au Heu de la formule précédente, 
la formule 

y = k—x, 

qui aurait également répondu à tous les cas, en donnant à la sous- 
traction géométrique la même extension que nous avons donnée à 
l’addition. Donc, lorsque deux quantités, se succédant l’une à l’autre 
d’une manière continue, sont représentées par des segments pris 
sur une même droite dans des sens opposés, l’addition géométrique 
de l’une peut être remplacée par la soustraction géométrique de 
l’autre, et réciproquement; de sorte que l’on passera du cas de 
l’une au cas de l’autre en changeant simplement le signe + ou — 
qui précédait la première, c’est-à-dire en remplaçant -+- a: par — x, 
— a; par -f- a:. 

On peut indiquer ce changement d’avance une fois pour toutes, 
en convenant que, si l’une des quantités est représenté par a;, 
l’autre le sera par — a;, et établissant, pour règles des opérations 
algébriques, que l’addition se fera en laissant à chaque terme son 
signe, la soustraction en donnant à chaque terme un signe 
contraire. 

Cette convention que nous avons faite relativement au résultat x 
de la première partie de la question, on peut aussi l’étendre aux 
données, et au lieu de représenter par a et 6 les grandeurs d’un 
gain et d’une perte, et d’indiquer explicitement par les signes -i- 
et — la nature de ces quantités, on peut convenir que chacune 


Digitized by Google 



THËURIE Ë1.ËHENTAIRE 


•x> 

des lettres a, b représentera soit un gain, soit une perte, et sera 
figurée dans le premier cas par une ligne dirigée vers la droite, 
dans le second par une ligne dirigée vers la gauche, les lettres a cl b 
renfermant en elles celte notion distinctive de direction. Alors la 
formule 

X = a — é 

pourra être remplacée par la formule 
X ~a + 6, 

pareille à la formule 

y = k + X, 

?l pouvant servir à la solution non seulement de la question 
actuelle, mais encore des autres questions correspondantes aux cas 
où a représenterait une perle ou b un gain. 

32. Remarquons, enfin, que le problème dont la solution est 
donnée par l'équation 

y = X, OU y — k-\ a + 6 

peut, dans certains cas, être possible ou impossible, suivant que 
l’on donnera ou non à la' lettre y la faculté de représenter une dette 
aussi bien qu'un avoir. Dans le premier cas, on supposerait que la 
personne, ayant perdu plus qu’elle ne possède, pourrait contracter 
une dette, en ayant recours à son crédit. Dans le second cas, on 
ne considérerait que les paiements réalisables, et alors un paiement 
surpassant l’avoir serait considéré comme impossible. 

Voilà donc encore un exemple d’un cas d’impossibilité dont les 
circonstances ne peuvent être exprimées par des équations. 

33. On donne le nom de quantités positives à celles qui sont 
représentées par des lignes dirigées dans le sens primitivement 
assigné aux quantités arithmétiques ou absolues de même nom, 
et le nom de quantités négatives à celles qui sont représentées par 
des lignes dirigées en sens contraire. 

Nous désignerons provisoirement, avec Cauchy, sous le nom 
commun de quantités algébriques les quantités dirigées, c’est-à-dire 
les quantités positives et négatives représentées par des lettres 
comprenant implicitement le signe de direction. 
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S IV. 

34. Prenons pour second exemple la relation qui exprime le 
mouvement uniforme d'un point sur une droile. 

Représentons les temps par des segments pris sur la droile OT, 
et les espaces par des segments pris sur 
la droite parallèle O ' X. SoilO'a = u l'es- 
pace parcouru dans le temps 01 = 1. Les 
espaces étant proportionnels aux temps, 
l'espace a:, correspondant au temps / , sera 
donné par la proportion 

\ \t— a \ X , 

d'où l'on voit comment la valeur x — al se construit au moyen 
d'une quatrième proportionnelle. 

Cette construction, qui consiste à déterminer d’abord le point 1' 
où la droite la rencontre la perpendiculaire OY, puis à joindre 
Pau point! par une droile qui rencontre 0 'X à la distanceO' a: = x, 
servira évidemment aussi à faire connaître l lorsqu'on donnera t. 

35. Si l'on considère les positions du mobile avant le temps que 
l'on a pris pour origine, on voit que le mobile se trouvait sur 0 ' X ' , 

à gauche du point 0' , en x' par exemple. Si 
l'on applique à ce cas la construction du 
numéro précédent pour trouver le temps au 
moyen de l'espace, on obtiendra pour repré- 
sentation du temps un segment 0! ' , de gran- 
O'*’ 

deur égale à - q — ■ et situé à gauche de 0. 
On est conduit, par les mêmes raisons que 
ci-dessus, à considérer ce temps t comme négatif, ainsi que l’es- 
pace x' . L’équation 

x' = at' 

représentera toujours la solution, en établissant cette règle des 
signes, que le produit d’un nombre positif a par une quantité 
positive ou négative, est de même signe que 
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36. Nous avons supposé jusqu'ici le mouvement s'eiïectuant dans 
la direction même que l’on a choisie pour représenter les temps 
positifs. Supposons maintenant le mouvement dirigé en sens con- 
traire, et continuons à compter les segments 
positivement à droite, négativement à gau- 
che. Pour / = 1 , l’espace O'a sera négatif, 
et la quatrième proportionnelle x aux gran- 
deurs 1, a, t (pour t positif), devra être 
dirigée dans le même sens que 0 ' a . et par 
suite devra être négative. Cest précisément 
ce qu’indique la construction géométrique étendue au cas où O'a 
est porté vers la gauche. Donc la formule 

X = at 

subsistera pour a négatif et l positif, à la condition de donner à x 
le signe de a. 

Enfin, si, pour a négatif, on prend aussi t négatif, l’espace O'x 
devra être égal en grandeur au produit 

O'a X or, 

et porté vers la droite, c’est-à-dire positif, et c’est 
ce que donne encore la construction. 

37. On voit donc que la construction de la 
multiplication, définie d’abord pour les grandeurs 
absolues, puis étendue aux grandeurs pourvues de signes de direc- 
tion, conduit à la règle des signes pour la multiplication des 
quantités algébriques, et, par suite, à toutes les conséquences de 
cette règle. 

Il est évident que tout ce que nous avons dit pour la multipli- 
cation s’applique aussi à la division. 

38. Il résulte de là, en passant à l’élévation aux puissances, que 
toute puissance paire d’une quantité soit positive, soit négative, 
est positive, et que toute puissance impaire d’une quantité est de 
même signe que cette quantité. 

Si l’on considère enfin l’opération inverse de l’élévation aux 
puissances, c’est-à-dire l’extraction des racines, on voit qu’étant 
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donnée une quantité quelconque, il existera toujours une racine 
de d^ré impair quelconque de cette quantité, et que cette racine 
unique sera de même signe que la puissance donnée. 

Étant donnée une quantité positive, on pourra toujours lui trou- 
ver deux racines d’un degré pair quelconque, égales et de signe 
contraire. 

Mais une qiiantilé négative ne saurait être produite par l’éléva- 
tion d’aucune quantité ù une puissance paire. Donc une racine de 
degré pair d’une quantité négative est une quantité impossible ou 
imaginaire, tant que l’on n’aura pas rendu l’opération de l’extrac- 
tion de la racine possible dans tous les cas, par une nouvelle 
extension de l’idée de quantité et de la définition des opérations. 

Les quantités arithmétiques et les quantités algébriques, ou, en 
d’autres termes, les quantités positives et les quantités négatives, 
sont désignées par la dénomination commune de quantités réelles. 
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CHAPITRE III. 

DES (JUANTITÉS OÉOMÉTniQLES, OU VUANTITÉS COMIM.KXKS. 

5 !•'. 

Définition des quantités géométriques. 

39. Nous appellerons provisoirement, d’après Cauchy, quantité 
géométrique une droite donnée en grandeur et en direction, cette 
direction n’étant plus assujettie, comme pour les quantités algébri- 
ques, à être parallèle à une droite donnée, mais étant quelconque 
dans le plan. 

Deux quantités géométriques sont dites égales géométriquement 
lorsqu’elles ont même longueur et môme direction, de sorte qu’on 
puisse les faire coïncider l’une avec l’autre, c’est-à-dire leur donner 
à la fois même extrémité initiale et même extrémité finale, en 
transportant l’une d’entre elles parallèlement à elle-même. 

La longueur de la droite s’appelle le module de la quantité géo- 
métrique. L’angle que fait sa direction avec un axe fixe s’appelle 
son argument. 

Deux quantités géométriques sont donc égales lorsqu’elles ont 
des modules égaux et des arguments soit égaux, soit différant l’un 
do l’autre d’un inultiple quelconque de quatre angles droits, .\insi 
l’égalité de deux quantités géométriques z, z' entraîne les deux 
égalités numériques 

raod. z — mod. z' , 
et 

arg. z = arg. z> , 

ou du moins 

arg. z = arg, r ' -f- 9 4 jr , 

k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif. 

En désignant par r le module et par p l’argument d’une quantité 
géométrique, nous représenterons, du moins provisoirement, la 
quantité géométrique par la notation 

Une quantité positive peut être regardée comme une quantité 
géométrique d’argument 0 ou 'ikr.; une quantité négative, comme 
une quantité géométrique d’argument r. ou (2/; + 1)r . 
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40. Au lieu de considérer la droite elle-même, il suflit de consi- 
dérer scs deux extrémités, en ayant soin de distinguer l'extrémité 
initiale, d'où partirait un point pour décrire la droite dans la direc- 
tion donnée, de l’extrémité finale, où ce point s’arrêterait. 

Si l’extrémité initiale est fixe, et qu’on la prenne pour origine, 
la droite sera déterminée par sa seule extrémité finale, dont le 
module et l’argument seront les coordonnées polaires. Alors la 
quantité géométrique pourra être déterminée par un seul point du 
plan ; et réciproquement, tout point du plan pourra être représenté 
par une quantité géométrique ayant ce point pour extrémité finale, 
et l’origine des coordonnées pour extrémité initiale. 


I II. 

Addition et eoustraclion des quantités géométriques. 

41. Après avoir défini l'égalité des quantités géométriques, 
définissons maintenant leur addition. 

Nous étendrons aux quantités géométriques la définition de 
cette opération donnée pour les quantités arithmétiques et algé- 
briques. Pour ajouter deux quantités géométriques, on transportera 
fune d’elles parallèlement à elle-même, de manière que son extré- 
mité initiale coïncide avec l’extrémité finale de l’autre. La droite 
qui va de l’extrémité initiale de la seconde à l’extrémité finale de 
la première est dite la somme des deux quantités géométriques. 

On voit, par cette construction, que la somme de deux quantités 
géométriques est la diagonale du parallélogramme dont les côtés 
sont égaux et parallèles aux droites qui représentent ces quantités 
géométriques. 

La somme de deux quantités géométriques ne change pas lors- 
Fiti. is. qu’on intervertit l’ordre des parties. Ainsi l’on a 

■ÔC = ÔÂ -+- ÂC = OB -f- ÏÏC, 

en indiquant par un trait supérieur une droite prise 
en grandeur et en direction, et considérée comme 
une quantité géométrique. 

A ce point de vue, on peut dire qu’un côté d’un 
triangle est égal à la somme géométrique des deux autres côtés. 

De même, la résultante de deux vitesses, de deux accélérations, 
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de deux forces, etc., est égale à la somme géométrique des com- 
posantes. 

42. De la définition de l’addition résulte immédiatement la 
délinition de l'opération inverse, c'est-à-dire de la soustraction. Si 
Ton a 

ÔC = ÔA-+-ÔB, 
il en résultera, par définition, 

ÔT = oc'— ÔB . 

La soustraction s'effectuera donc en faisant coïncider les extré- 
mités finales des deux termes de la différence, et prenant pour 
cette différence la droite qui va de l'extrémité initiale du terme 
positif à l'extrémité initiale du terme négatif. 

43. On voit que, si l’on considère une quantité géométrique 
OB' , égale et opposée à OF, la construction qui donnera ÜC — TÏB 

sera la même que celle qui donnera Oü -i- OB' . 
Donc si l’on considère deux quantités géométri- 
ques opposées, c’est-à-dire apnt des modules 
égaux et des arguments différant de r. (ou d’un 
multiple impair de r.), l’addition de l’une de ces 
deux quantités équivaudra à la soustraction de 
l’autre. 

Si donc nous représentons l’une de ces quan- 
tités par -f- 2 , nous serons conduits, comme nous l’avons été dans 
le cas particulier des quantités algébriques, à représenter l'autre 
par — Z. 

On a donc 

p-t-TT 'p » 

et, plus généralement, 

k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif. 

44. Une quantité géométrique doit être considérée comme nulle, 
uel que soit son argument, lorsque son module sera nul. Il est 


Fiü. U. 
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clair alors que l'addition ou la soustraction de cette quantité n’au- 
ront aucune influence. 

La somme de deux quantités opposées, ou, ce qui revient au 
même, la différence de deux quantités égales est nulle. 

45. La somme de plusieurs quantités géométriques est le côté 
qui ferme le polygone dont les autres côtés sont égaux, en grandeur 
et en direction, aux quantités géométriques données. 

Elle est nulle lorsque le polygone se ferme de lui-mème. 

11 est aisé de voir que la somme d’un nombre quelconque de 
quantités géométriques ne dépend pas de l'ordre des parties. 

Les théorèmes connus de géométrie font voir que les modules 
de la somme et de la différence de deux quantités sont compris 
l'un et fautre entre la somme et la différence des modules de ces 
quantités, et que le module de la somme de plusieurs quantités est 
moindre que la somme dos modules de ces quantités. 

46. Décomposilion d’une quanlilé géométrique en ses compo- 
satUes rectangulaires. — Si l'on projette une quantité géométrique 

sur un axe Qx, la projection, que nous désignerons par x, sera, 
d après la convention établie pour les quantités algébriques, positive 
ou négative, suivant que p (ou, s'il est plus grand que deux angles 
droits, son complément à 4 droits, 2z — p) sera aigu ou obtus. 

Le rapport, positif ou négatif, de a; à la longueur r est dit le 
coimiw de l’angle p. On a évidemment 

cos ( —p) = cos (îs- — p) z= cos p . 

Si l’on projette de même sur un axe 0 y , faisant avec la partie 
positive de Ox un angle droit (compté dans le sens des angles 
croissants), la projection y sera positive ou négative, suivant que 

l’angle p — y Y — ^ complément à 2z) sera aigu ou 

obtus. 

Le rapport, positif ou négatif, 

L = cos(p-^^ = cos 
est dit le sinus de l'angle p. On voit aisément que 

sin (—p) = cos -I- = — cos ~ P- 
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On a ainsi, par définition, pour les projections de sur les 
deux axes rectangulaires Ox, Oy, 

X = rcos P , 
ÿ =. r siu/) . 

Ces deux projections sont les coordonnées reclauyulaires du point 
dont r et P sont les coordonnées polaires. 

47. La projection sur l'axe des x est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de la projection rcosp, et 
pour argument 0 ou t, suivant qu’elle est positive ou négative. 

La projection sur l'axe des y est une quantité géométrique 
ayant pour module la longueur absolue de rsinp, et pour argument 
r r 3“ 

-I- ou ^ (ou suivant quelle sera positive ou négative. 

Nous pourrons considérer, pour plus de simplicité, les x négatifs 
comme ayant un module négatif et un argument nul, de même 
que les x positifs. Pour faire la somme géométrique de deux ou de 
plusieurs x de signes quelconques, on fera alors la somme alycbri- 
que des modules, et l’on donnera à cette somme rargumenl zéro, 
de sorte que l’on aura 

a-y + x'„ + +■•• = (x+ x’+ + 

De même, on considérera les y négatifs comme ayant un module 
négatif, et un argument = de même que les y positifs, et l’on 
aura, d’après cette convention, 

yn + y\ + y\ + --~ {y + y + y +■■■),:■ 

T T T ï 

48. Une quantité géométrique peut être regardée comme la 
somme géométrique de scs deux projections ou composâmes rec- 
tangulaires X oü Xq , y oü y^, de sorte qu’on aura 

T 

-Vr . 

les modules, positifs ou négatifs, x cl y étant déterminés par les 
équations 

X — reoap , 
y = r sin/) . 
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d'où l'on tire 

r — V x'-t ÿ' , 

P = arc cos — = arc sin — = arc tan" — . 

^ r r y 

Remarque. L'expression arc tang convient également à deux 
directions opposées, aussi bien à celle qui répond aux valeurs 
^ du cosinus et du sinus, qu’à celle qui répond aux 
valeurs de ces mêmes quantités. Pour abréger l'écri- • 

turc, et pouvoir nous contenter dans tous les cas d’introduire 
l'expression de l'arc tangente, qui est généralement la plus simple, 

nous conviendrons que la notation arc tang ou, plus explicite- 
ment, arc tang représente l’arc dont le sinus a le même signe 
que 1 »/, et le cosinus le même signe que +x. D’après cette 
convention, on aura 

— y -t- y 

arc tang — ^ = arc tang — ± v . 

— X + X 

49. On peut donc toujours considérer une quantité géométrique 
comme équivalente à la somme de deux composantes suivant des 
directions rectangulaires entre elles. C’est à ce point de vue que 
l’on a donné aux quantités géométriques le nom de quantités com- 
plexes, qui est le plus généralement adopté, et que nous emploie- 
rons le plus souvent dans ce qui va suivre. 

50. L’addition de deux ou de plusieurs quantités complexes se 
ramène à l’addition de leurs composantes, et, d’après ce que nous 
avons vu, l’addition de ces composantes s’exécute sur chaque axe, 
d’après la règle de l’addition des quantités réelles. On a ainsi 

+ r'^,-^r'^..-E- - = (Xo-4-x'o-+- -f- •••)-+- ■ •) 

* t t 

{X x’ -iT’ + •••)^ (- {y-hy'-¥ v’-+- ■•■)„ • 

T 
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La somme de plusieurs quantités géométriques Z est nulle, 
lorsque les deux conditions nécessaires et suffisantes 

2 ® = Z r cos ^ = O , 

2y = 2rsin/? = 0 

sont satisfaites. 

51. Si l'on a une égalité entre deux quantités complexes, cette 
égalité se décomposera en deux autres égalités, l'une entre les 
composantes horizontales, l’autre entre les composantes verticales. 

On peut profiter de cette réunion de deux égalités en une seule 
pour présenter les formules sous la forme la plus simple. 

Soit, par exemple, un triangle rectiligne ABC. Prenons pour arc 
de projection une droite quelconque kx, faisant un angle 0 avec 
le côté AB. L’égalité géométrique 

ÂB = ÂC + CÏÏ 

pourra s’écrire 

c =b + a 
9 9+A 9-B 

En donnant à 0 diverses valeurs convenables, 
l’équation 

A -I- B -H C n . 

cette formule fournira successivement toutes les formules de la 
trigonométrie rectiligne, et elle les résume toutes de la manière 
la plus succincte. 

52. Des séries à termes complexes. — De ce que nous venons 
d’exposer sur l’addition des quantités complexes, il résulte qu’une 
série dont les termes sont des quantités complexes est convergente, 
quels que soient les arguments, toutes les fois que la série des 
modules est convergente, pourvu que l’on définisse la convergence 
des séries complexes ' par une extension de la définition de la 
convergence des séries nouvelles. 

Une série réelle est dite convergente lorsque, pour n assez grand, 
la somme des k termes qui suivent le n'*"' tend vers zéro, quel 
que soit k , pourvu qu’il ne dépende pas de n. 


Fi*. 15. 
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De même, une série complexe sera dite convergente, lorsque, 
pour H assez grand, le module de la somme des f: termes qui 
suivent le n‘*"' tendra vers zéro, quel que soit k, indépendant 
de n. 

Si la série des modules est convergente, en la représentant par 






alors on devra avoir 




infiniment petit, pour n infini, quel que soit k . 
Soit maintenant 




.(•) 


la série complexe, dont les termes ont pour modules 


J') 


_(ï) 


>) 


r , r , , r 

Le module de la somme des k termes qui suivent le n” 


,(«+») . .(«+*) , . .(•+*) 

est moindre que la somme des modules de ces termes, laquelle 
tend, par hypothèse, vers zéro pour n infini, quel que soit k. 
Donc il en est de même a fortiori du module de la somme 

f. Donc la série complexe est convergente, 

quels que soient d’ailleurs les arguments de ses termes. 

On voit aisément que la convergence d’une série complexe 
entraîne la converge des deux séries réelles qui ont pour termes 
les composantes horizontales et verticales des termes de la série 
complexe, et réciproquement. 


53. Considérons une quantité complexe variable, dont l’extré- 
mité initiale est fixe, et que l’on peut représenter par sa seule 
extrémité finale. Nous désignerons, dans ce cas, par la même lettre : 
la quantité complexe elle-même et son extrémité finale. 

Si le point z passe de la position z à la position z', la différence 
z' — Z représentera en grandeur et en direction la distance de ces 
deux positions. 
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Si l'on fait varier d’une manière continue la quantité complexe z , 
ou, ce qui revient au même, son module r et son argument p, ou 
encore ses deux composantes a: et y, le point : se déplacera, en 
décrivant une certaine ligne dont la forme dépendra de la relation 
arbitraire que l'on établira entre les coordonnées polaires r et 
ou entre les coordonnées rectangulaires x et y. Nous appellerons 
cette ligne le chemin ou la trajectoire du point z . 

Lorsqu’on suppose les deux positions î, z' infiniment voisines, 
leur distance, représentée en grandeur et en direction par la dilTé- 
rence infiniment petite z' — 2 , sera dite la dill'éi-entirlle de la 
variable r, et nous la désignerons, en conséquence, par le sym- 
bole dz . 

Toutes les règles de la différentiation des quantités réelles qui 
ne dépendent que des règles de l’addition et de la soustraction, 
subsistent aussi pour les quantités complexes. On aura ainsi 

dz = d{Xg) + d(y^)=z {dx)^-h [dy)^ 

T * 

.54. Le module de la quantité complexe dz, que nous représen- 
terons par f , a pour valeur 

V dx' + dy' = V dr' + r'dp' . 

C’est l’élément infiniment petit ds de la courbe décrite par le 
point 2 . 

Pour que dz soit infiniment petit, il faut et il suffit que son 
module p soit infiniment petit. 

Mais l’argument de dz, c’est-à-dire l’angle 

a = arc tan" -7^ 
r ^ dx 

n’est assujetti à aucune condition, et peut prendre une valeur finie 
quelconque, dépendant de la forme du chemin de 2 . 

55. Le chemin de z est la limite du polygone infinitésimal qui 
a pour côtés les accroissements dz successifs. La distance des deux 
positions extrêmes de 2 est la limite de la somme géométrique des 
côtés de ce polygone. Nous représenterons cette limite de somme 
d’éléments infiniment petits par le signe d’intégration. 
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Si donc le point z, partant de l’origine, arrive en Z après avoir 
décrit un chemin quelconque, la quantité géométrique OZ, ou le 
point Z qui la représente, seront désignés par l’intégrale 



comme dans le cas des quantités réelles. 

De même la droite qui joint les deux points i*®’ et Z de la trajec- 
toire sera égale à l’intégrale 



Si le chemin de z est une courbe fermée, alors en revenant au 
point de départ on a Z = z*®*. Donc l’intégrale /dz , prise tout le 
long d’un contour fermé quelconque, est nulle. 

D’après ce que nous voyons ici, les valeurs des intégrales (I) 
et ('2) ne dépendent que des limites de l'intégration, et nullement 
du chemin parcouru entre ces deux limites. C'est grâce à cette 
indépendance que nous avons obtenu les valeurs de ces intégrales 
sous la même forme que dans le cas d'une variable réelle. Mais 
nous verrons plus tard qu’il ne faudrait pas étendre trop loin celle 
généralisation. 


S III. 


.Vulliplicatiun, division et élévation aux puissances entières des quantités 
géométriques. 


56. La définition de la multiplication par une quantité réelle se 
déduit de la définition de l’addition pour les quantités complexes 
comme pour les quantités réelles. 

La multiplication par un nombre entier m est l’addition de m 
quantités égales au multiplicande. Ces quantités égales ayant même 
argument, la multiplication se réduira à la multiplication du 
module, de sorte qu'on aura 

( 1 ) r^xm = (mr)^. 

De la multiplication pr un nombre entier on passe, 5 l'aide du 
raisonnement connu, à la division pr un nombre entier, puis â 
la multiplication pr une fraction, et enfin, en invoquant le prin- 
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cipe (les limites, à la multiplication par un nombre incommensu- 
rable. On en (inclura, dans tous les cas, que, pour multiplier une 
quantité géométrique r, par un nombre quelconque m, commen 
surablc ou non, il sufTit de multiplier le module r parce nombre, 
sans changer l’argument- 

On peut maintenant représenter la multiplicateur m par le rap 
port de deux lignes, Om : 0 1 . Soit alors Oi = le multiplicande. 

On multipliera le module O 2 par m en construi- 
sant le triangle 0»nu' semblable 5 01 1 , e( 
puisque l’argument ne doit pas changer, Oir 
représentera, en grandeur et en direction, h- 
produit de z par m . 

On voit que la construction revient à joindre 
les points i et 2 , et à mener par l'extrémité m du multiplicateur 
une parallèle niu> à 1z, jusqu’à la rencontre de la droite Oz. 

57. Le multiplicateur arithmétique Om peut être considéré 
comme une quantité algébrique positive. Étendons maintenant la 

même construction au cas où le multiplicateur 
est une quantité négative. Alors le produit Oie, 
au lieu d’avoir la môme direction que Oz, 
sera dirigé suivant le prolongement de Oz . 

On a donc 

(3) X (— m) = = —('«'•), ■ 

Or, la quantité algébrique ±m peut être regardée comme une 
quantité géométrique de module m et d’argument 0 ou s , et on 
peut la représenter par m, ou par m,. . Dès lors, les deux formules 
précédentes (1) et (2) deviennent 

r^X 

et l’on peut dire que la multiplication d’une quantité complexe par 
une quantité algébrique s’elTectue en faisant le produit des modules 
et l’addition des arguments des deux facteurs. 

58. Supposons maintenant que l’on applique la nu'^me construc- 
tion au cas où le multiplicateur réel ±m est remplacé par une 


Fiü. 17 
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quantité géométrique quelconque z' = r'^. . On devra construire 
sur Oz' un triangle Oz te semblable au triangle Olz. La 
Fi». 1». quantité géométrique Ôte , ainsi obtenue, aura 
pour module Ote — rr' et pour argument 
teOx = p + })'. 

11 est clair que l’on aurait obtenu la même 
quantité Oie, en construisant surOz un triangle 
Ozte semblable à 0 1 z' . 

On peut donc, dans cette opération, prendre 
l’une pour l’autre les deux quantités z et z'. 
Cette opération jouit donc de la propriété fondamentale de la mul- 
tiplication. Donc il est permis de lui donner le nom de mulUpli- 
catioti. 

Nous définirons donc la muUiplicnlion des (jninititês complexes 
comme une opération qui consiste dans la multiplication des 
modules et dans l’addition des arguments des facteurs; de sorte 
que l’on a, par définition. 



r X r' , = (rr') 

P P ' 'p+p 


Cette régie comprend, comme cas particulier, la multiplication 
de deux facteurs algébriques ou d’un fauteur complexe par un 
facteur algébrique. 


59. Si l’on considère maintenant un nombre quelconque de 
facteurs complexes, 

r , r' . , r’ ^ 

P P P 

il est aisé de voir que, de la définition donnée pour le cas de deux 
facteurs, résultera la définition pour le cas d’un nombre quelconque 
de facteurs, laquelle sera exprimée par la formule 


r. X r' . X r’ X 

P P P 


= (rr'r’...) . .. ; 

'F+F4-F + ... 

et de cette définition n5sulte immédiatement que le théorème sur 
f interversion des facteurs d’un produit s’étend au cas où le nombre 
des facteurs est quelconque. 

On en conclut que toutes les règles de l’algèbre relatives à la 
multiplication des monômes s’appliquent aux produits de quantités 
complexes. 

Four diviser l'une par l’autre deux quantités complexes, ou 
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prendra le quotient des modules et la difTércnce des arguments, 
de sorte que l’on aura 



CO. Pour élever une quantité complexe à une puissance entière, 
on élèvera le module à cette puissance, et l’on multipliera l’argu- 
ment par l’exposant de la puissance. Ainsi, 

(^r=(o.,- ■ 

Celte formule est encore vraie lorsque m est un nombre entier 
négatif. 

On |icut construire simplement la puissance m de la quantilé 
géométrique r^. Pour cela, soit Oi = 1,, ÜA,= r^. Joignons lA, ; 

puis construisons la suite des triangles sembla- 
bles 01 A, , OA, A, , OA,A, ,.... On aura successi- 
vement DA, = (r^)’, {r^y, .... 

Le lieu des points 1 , A, , A, , ... est une spi- 
rale logarithmique. 

On f)cut abréger la construction dans certains 
cas. Ainsi, pour obtenir (r^)‘ , on construira 
OA, = puis on fera le triangle OA, A. 
semblable à 0 1 A, , ce qui donnera 

5Â, = (m.)’ - [(r^)-]’ = (r^)'. 

Cl. Soient maintenant deux quantités complexes OA = 2 , 
À B = z' . Pour faire les produits OA', AB' de ces deux quantités 
par une troisième w, on construira 
deux triangles semblables OAA’ , ABB' . 
En menant A ’C égal et prallèle à AB', 
OC sera la somme de ces produits. Or, 
on démontre facilement que le triangle 
OC B est semblable à chacun des deux 
précédents. Donc OC représente le pro- 
duit de OB = OA + AB par le même 

multiplicateur w . 


Fie. 
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On conclut de là que, si z, z' et w sont trois quantités com- 
plexes, on a 

{z + z').to = z.w + z' .w . 

Donc pour multiplier une somme de quantités complexes par 
une quantité complexe, on multipliera chaque partie de la somme 
par le multiplicateur. 

De là découle l’extension aux quantités complexes de toutes les 
règles relatives à la multiplication et à la division des polynémes 
réels, ainsi que des formules pour les puissances entières des 
binômes et des polynômes. 

En un mot, les règles pour la formation des fonctions ration- 
nelles sont les mômes pour les quantités complexes que pour les 
quantités réelles. 

ü2. Considérons spécialement le cas des quantités représentées 
au moyen de leurs composantes rectangulaires 

= = ^0+ = ^'o + y'^_ ' 

s « 

et appliquons à la multiplication de ces quantités la règle de la 
multiplication des polynômes. On aura 

-•' = (^0 + y ^) (•*■'0 + y '-) 

i i « s 

Lorsque les modules a:, y,x',y', sont tous positifs, le produit 
devient évidemment 

zz' = {XX') +{xy') ^+{yx')„ +(yy )„ „ 

0+0 -s-**" — 

) î i i 

= (xx’)^ -h (xy')„ + (9X')„ ■+■ (yy'), 

T T 

ou, à cause de (yy')„ = — (yy')„ , 

zz' = {xx'—yy‘)^+ (•ry'+ ya:')„ • 

T 
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Si un module, x par exemple, était négatif et = — x, on aurait 

•^(.^' 0 = *7t*'o= = Ua'Oo- 

et de même pour les autres cas, de sorte que le résultat précédent 
est tout à fait général. 


03. On peut arriver au même but d’une manière plus simple, 
en SC servant d’une notation plus commode. 

On a, d’après la règle de la multiplication, 

'•,= '•«X 

et cette formule subsiste encore, lors même que r est un module 
susceptible de signe. On a donc 


= V'„X 1,. 


1 , = rr' . 1 
r ?+p 


On peut donc, dans la multiplication des quantités géométriques, 
mettre en facteur le produit des modules, et remplacer ensuite les 
modules par l’unité. 

D’après cette remarque, écrivons la quantité complexe Æp 4- 
sous la forme T 


®-lo+ÿ-U • 
s 

Remarquons maintenant que 1, est l’unité absolue, que l’on peut 
se dispenser d’écrire comme facteur. Désignons ensuite par la 
lettre i 1’m/u'/c imaginaire , ou celui des rayons du cercle de 


rayon 1 , qui est mené perpendiculairement au diamètre horizontal . 
La quantité complexe se présentera alors sous la forme 


x+iy . 

En appliquant la règle de la multiplication aux deux binêmcs 
X + iy , x' + iy' , 

on devra remarquer que l’on a 



et, par suite, on remplacera le carré de la quantité géométrique i 
par — 1. La formule du numéro précédent deviendra alors 

( 1 ) i.r i iy) (x'-t-i//') = ,rx'—yy'+i (ry’-i y.r') , 
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rx' — yy' étant une quantité d'argument zéro, et le produit 
i(xy'4 yx') = {xy'+yx') . 

î" 

étant la même chose que {xy'+ yx')„ . 

T 

D’après cela, les quantités complexes, mises sous la forme 
x + iy, pourront être traitées suivant les règles de calcul établies 
pour les quantités réelles, pourvu que l’on traite le symbole i 
comme une quantité dont le carré est — 1. 

Dans le binôme x + ty, la composante x porte le nom de partie 
réelle; la composante iy, celui de partie itnaginaire. 

Nous appliquerons toujours la dénomination à' imaginaires pures 
ou simplement i' imaginaires aux quantités de la forme iy, for- 
mées par la multiplication d’une quantité réelle et de Tuntte’ ima- 
ginaire. 


64. On déduit de là les moyens, indiqués dans les Traités d’AI- 
gèbre, pour ramener les produits, les quotients et les puissances 
entières de quantités complexes à la forme u + iv de quantités 
complexes. On traitera t comme une quantité ayant pour carré 

I* = — 1 , 


et, par suite, pour puissances successives 


■ 

I — 


— t 

+ t , 
+ •' , 


etc.... , 

et en général, n étant un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, 

I = + 1 , 

« =-!-«, 

> = — 1 , 

I = I . 

Hcinarquons en particulier que l’on a 




Cîoogl 

i ^ 


Cigili7^_ 
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65. Théorème de Moivre. — L’équation 


que nous avons établie comme cas particulier de la multiplication, 
contient, avec l'équation (1 ) du n“ 63, toute la théorie des fonctions 
circulaires. 

D’après ce que nous avons vu, les fonctions cosp et sinp ne 
sont autre chose que les composantes rectangulaires de la quantité 
géométrique . On a donc 

(3) = cos P -t- » sinp . 

En substituant cette valeur et les valeurs analogues de et de 
dans féquation (2), et effectuant la multiplication d’après la 
règle exprimée par l’équation (1) du n“ 63, il vient 

(cosp cos q — sinp sin ÿ) -t- » (sinp cos q + cos p sin y) 

= cüS (p y) »sin (p -I- ÿ) . 

Les deux membres sont deux quantités géométriques dont l’égalité 
entraîne celles de leurs composantes de même nom. On a ainsi 
les équations fondamentales de la trigonométrie, 

cos(p + ÿ) = cospeosÿ — sinpsinj', 
sin (p-l-f) = sinpcosÿ + cospsinÿ , 

avec toutes leurs conséquences. 

66. De l’équation (2) on tire, pour m entier quelconque. 



ou, en mettant pour 1^ et pour leurs valeurs tirées de la for- 
mule (3), 

(cos P + ( sin p)"* = cos mp + i sin mp . 

On peut toujours supposer, dans cette égalité, l’exposant m posi- 
tif, en donnant à p un signe convenable, ou, ce qui revient au 
même, en remplaçante par — t . On développera alors le premier 
membre par la formule du binéme, et on le ramènera è la forme 

r + l'V . 
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U sera la valeur de coamp , V celle de sin mp , développées sui- 
vant les puissances et les produits de cos p et de sin p . 

Nous n’insisterons pas ici sur les autres conséquences de la 
formule (2). 

§ IV. 

l'uissances fractionnaires des quantités géométriques. — Équation bindme. 

67. Considérons maintenant l’opération inverse de l’élévation 
aux puissances, l’extraction des racines. 

La racine m*“ de est définie par l’équation 

m 

U) = r 

p ^ 

Or, si l’on prend une quantité géométrique ayant pour module r" 
et pour allument .£• , il résulte de ce qu'on a vu dans le paragra- 
phe précédent, que la puissance m““* de cette quantité sera . 
On aura donc 

('-p)" = ('")^ 

m 

68. Nous avons remarqué (art. 39) que si l’on donne, comme 
cela a lieu généralement, une quantité géométrique par sa position 
sur le plan ou par ses composantes rectangulaires, l’argument p 
n’est déterminé qu’à un multiple quelconque de 2x près, de sorte 
qu’on pourra toujours le représenter par 

p + , 

k étant un nombre entier indéterminé, positif, nul ou négatif. 
Donc l’argument de l^r, , ou plutôt , aura pour valeur 

un quelconque des angles compris dans la formule 

p '2ktt 

— > 

m m 

tandis que le module de cette racine aura une valeur arithmétique 
r" parfaitement déterminée. 

Les directions distinctes qui répondront aux diverses détermi- 
nations de l^r,, , s’obtiendront en donnant à k les m valeurs 

O , I , , .... m — 1 . 
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Les directions qui correspondent à des valeurs de k différant entre 
elles d'un multiple de m , se confondront ensemble. 

69. On peut représenter d’une manière très simple la multipli- 
cité de valeurs d’une puissance fractionnaire d'une quantité géo- 
métrique. 

Sur le cercle de rayon \ ayant pour centre l'origine, élevons un 
cylindre de révolution, et traçons sur ce cylindre une hélice d'un 
pas quelconque, que nous pourrons supposer infiniment petit. 
Prenons cette hélice pour directrice d’un hélico'ide gauche, ayant 
pour axe l’axe du cylindre, et dont nous pourrons supposer les 
génératrices terminées toutes à cet axe ('). 

En prenant pour unité d’arc d’hélice l’arc qui a pour projection 
l’unité d’arc de cercle, la spire de l’hélice ayant ainsi pour mesure 
le nombre , noua pourrons représenter la quantité géométrique 

par une génératrice de l’hélicoïde ayant pour longueur r , et 
interceptant, à partir de l’origine des arcs d’hélice (que nous sup- 
poserons co'mcider avec l’origine des arcs de cercle), un arc égal 
è P . Si l’on imagine le pas de l'hélice infiniment petit, les diverses 
nappes de rhélico'idc viendront co'mcider avec le plan horizontal, 
qui se trouvera ainsi composé d’une infinité de nappes superposées. 

Une quantité géométrique donnée par un point du plan horizontal 
sera représentée sur l’hélicoïde par un quelconque dos points de 
cette surface situés sur la verticale du point donné. Les rayons 
vecteurs ou les modules do tous ces points seront égaux au module 
de la projection. Mais les arguments, mesurés par les arcs d'hélice 
interceptés par les rayons vecteurs à partir de l’origine commune, 
seront égaux à l’un quelconque d’entre eux, à celui, par exemple, 
qui a môme valeur numérique p que l’argument de la projection, 
plus ou moins un nombre entier quelconque de spires de l’hélice. 
Ces arguments sont donc représentés par la formule 

P + , 

l’entier k pouvant prendre toutes les valeurs ^0. Ainsi, les 


n On supposerait les génératrices prolongées dans les deux sens à partir 
<Ic l'axe, si l’on voulait introduire la considérai ion des modules négatifs. 


Digitized by Google 


IIKS l|L'ANTIT(;S COMPLEXES. 


quantités géométriques de môme projection auront pour formule 
générale 

T 

f 


70. Si l’on élève à une puissance quelconque m , cette 

puissance aura pour expression 

(r") 

et le module r" de cette puissance sera, dans tous les cas, une 
quantité arithmétique déterminée. 

Si l’exposant ni est entier, les dilférentes valeurs de l’argument 

mp + 'ikm.T 

différeront entre elles de multiples exacts de 2i: . Elles correspon- 
dront donc à des directions dont les projections se confondront; 
de sorte que toutes les valeurs de 

( '’p + îtTr) 

seront des quantités géométriques égales, les points de l’hélicoïde 
qui les représentent étant tous situés sur une môme verticale. 

Lorsque, au lieu de l’entier m , on prend pour exposant une frac- 
tion ^ , m et n étant des entiers premiers entre eux, les restes de 
la division km par » seront, dans un ordre quelconque, les n 
nombres 

0, 1 . 5, .... n-1 , 


lorsqu’on donnera à k toutes les valeurs possibles. Donc les valeurs 
de l’argument 


m ^ I m 

P -i - ‘2 k TT 

» n 


seront de la forme 


!(x r 




k étant un nombre entier quelconque, positif, nul ou négatif, et 
/A un des n nombres 

O , 1 , 2 , ... , »— .1 . 

En faisant abstraction du terme '2ki: , on voit que les valeurs 
de l'argument correspondent à n directions distinctes, partageant 
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la circonférence de base en n parties égales. Donc les points de 
l’hélicoïde qui représenteront les diverses valeurs de 

m 

. . ■ 

( % + ï * rr ) 

se trouveront sur n verticales différentes, distribuées régulièrement 

M 

sur la surface d’un cylindre de rayon r" , et elles auront n pro- 
jections distinctes, qui diviseront en n parties égales la circonfé- 
lence de base de ce cylindre. 

Donc, tant que l'argument p n'est connu qu'à un multiple de 

m 

près, la puissance fractionnaire aura n valeurs distinctes, 
de môme module, mais d'ai^ments différents. En d'autres termes, 
l'équation 

= (a + là)" 

a n racines distinctes, lorsque m et n sont premiers entre eux, et 
en particulier lorsque m = 1 (*). 


(■) Si m n'est pas premier avec n, remplaçons tu et n par Im . Xn. 
L'équation deviendra 

(a . 

Si l'on met [a + 1'6) ** sous la forme 


ou aura, sans ambiguïté, 




Àai(fa-itTr) ' 


*" — iP") t \ ’ 

m et n étant premiers entre eux. Il y aura donc n soluüons. 
Mais, si l'on écrivait 

(a + i'fc)^" — (s^"X . 

' ^ -4- lATT 

l'argument de z serait 


le résidu de - — étant susceptible de in valeurs, tandis que celui de 

in • An 

n'en avait que n . 

On aura donc n ou in solutions, suivant que l'on .supposera donnée la 
valeur de a 4 - i6 ou celle du (a 4- 
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71. E.\aininons spécialement le cas de la racine carrée. On voit 

Pjj ji que, si OA = ou , on obtiendra la 

valeur de la racine carrée de OA , ou la va- 
1 

leur de (r*). , en* construisant une 

moyenne proportionnelle OB entre les lon- 
‘giicurs 0 1 et OA , et portant OB sur la bissec- 
trice de l’angle AOx ou sur son prolongement 
OB', suivant que k sera pair ou impair. 



72. Si l’on propose, en particulier, d’extraire la racine carrée 
d'une quantité négative 

^ ^K+îkit ’ 


on pourra d’abord faire abstraction du module, puisque l’on a, en 
général. 



et qu’ainsi il suffit, dans tous les cas, d’opérer sur 1^ , et de mul- 
tiplier le résultat par la valeur arithmétique de la puissance du 
module. 

Or, on a 


( *r + *»it) 


— +lkTf 


selon que k est pair ou impair, en posant donc, comme nous 
l’avons déjà fait (art. 0.1), 


t_ — » 


la valeur générale de la racine carrée de — ^ -- ' ■ 

Donc 

k" — r = ± «kr”. 


73. Supposons enfin que l’on fasse tendre vers un nombre 

incommensuniblc a . Le module de (r^)" tendra vers une limite 
déterminée r“ . Mais les n points du cercle, qui déterminent les n 
valeurs de l’ai^ument, deviendront infiniment nombreux et infini- 
ment rapprochés, de sorte qu’il y aura toujours une des valeurs de 
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l’argument qui aura pour limite un angle quelconque choisi arbi- 
trairement. 

Donc si, comme c’est le cas ordinaire, n’est donné que par sa 

projection sur le plan, et non par sa position même sur l’hélicoïde, 

c’est-à-dire si l’on ne connaît l’argument do qu’à un multiple 

de 2 Z près, une puissance incommensurable de aura bien un 

module déterminé r* , mais rargurncnt de cette puissance sera 

absolument indéterminé; de sorte que sera représenté par un 

point quelconque du cercle de rayon r* . En d’autres termes, si l’on 

pose , . , . « 

X + ly = {a + ih) , 


X cty pourront prendre toutes les valeurs pour lesquelles on aura 
x' + y' = (a’ 4- b’)“ . 

On ne pourra donc faire usage de la fonction {r^“, pour a incom- 
mensurable, que lorsqu’on pourra se contenter de connaître les 
limites entre lesquelles cette quantité est renfermée, ce qui arri- 
vera, par exemple, si r est infiniment petit. 


i V. 


Oes àiuations aljébrùjues. 


74. D’après ce que nous avons vu dans le paragraphe précédent, 
une équation binême, qui, en quantités réelles, pouvait avoir au 
plus deux racines, quelquefois une seule ou môme aucune, aura 
maintenant dans tous les cas, par l’introduction des quantités 
géométriques et la généralisation des opérations, autant de racines 
distinctes qu’il y a d’unités dans son degré, quel que soit ce degré. 

On peut conclure de là que toute équation algébrique résoluble 
par radicaux, c’est-à-dire pouvant se ramener à la résolution des 
équations binômes, sera toujours susceptible d'une solution en 
quantités complexes, d’où l’on conclut, par le raisonnement connu, 
qu’elle admettra toujours un nombre de racines égal à son degré. 
Tel est, en particulier, le cas des équations des quatre premiers 
degrés. 

Mais cette propriété s’étend îiussi à toute tkpiation algébrique 
d'un degré quelconque. On sait que, pour le démontrer, il suflit 
de faire voir que toute équation algébrique, à coc'ATieienls réels ou 
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coniplexcs, admet au moins une racine complexe, de la forme ri' 
ou X + iy . Nous allons reproduire ici la démonstration de ce 
théorème donnée par Legendre, en la présentant à peu près sous 
la même forme qu’Argand (art. 12). 

75. Soit 

f{:) = + + 

un polynéme entier et rationnel de degré m, dont les coeflicienLs 
a,, a,, ..., O. sont des quantités quelconques, réelles ou com- 
plexes. Pour chaque valeur de la variable 

Z = = x+iy , 

on pourra construire les divers termes du polyndme; en les ajou- 
tant, on obtiendra un polygone, généralement ouvert, et le côté 
Rp qui fermera ce polygone, sera la valeur du polyndme f{z). 

Nous allons démontrer que, pour une valeur de z convenable- 
ment choisie, le polygone se ferme de lui-raéme, et que l’on a 
alors R = 0 ou /'(z) — 0. 

Remarquons d’abord que, pour une valeur infiniment grande du 
module de z, le module du premier terme a.z", c’est-à-dire 
r** X mod.a, , finira par surpasser autant que l’on voudra le 
module de la somme des autres termes, et, par suite, l’extrémité 
finale du polygone s’éloignera autant que l’on voudra de l’origine. 

Il est évident, d’un autre côté, que, parmi les positions, en 
nombre inCni, que peut prendre z dans toute fétendue du plan, il 
y en a une qui donne pour le module R de f{z) une valeur mini- 
mum, et, d’après la remarque précédente, ce module minimum 
ne peut correspondre qu'à une valeur finie du module do z . Il faut 
prouver maintenant que cette valeur minimum de R ne peut être 
autre que zéro. 

possible, te = Rp la valeur de /"(:), de module 
minimum, ce module étant différent de zéro, et 
soit z la valeur corres|Hindante de la variable. 
Donnons à z un accroissement infiniment petit 

dz = P , 

et voyons quelle sera la forme de l’accroisse- 
iiieiit correspondiinl du polynéme (iz) 


70. Soit, su est 


Fie M. 
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Le terme a.z" devient 

a^{z dzŸ = 0^(2" + »»z”~*d2+ xd;*) , 

Z désignant, abstraction faite de sa valeur numérique, une quantité 
qui ne devient pas infinie pour dz — 0. L'accroissement du terme 
en question sera donc 

. m «•— ij J î 

(i.a^z — ftia^z dZ'bxdz . 

En calculant de môme les accroissements des autres termes, et 
faisant la somme, on obtiendra, pour l’accroissement de f (i), une 
expression de la forme 

[ m — 1 y <v « — 2 1 J i 2 

ma^z +(t» — l)a,3 + . . . + a^_^^dz + xtlz , 

où le coefficient de dz n’est autre chose que la dérivée de f{z). 
Donc 

d/(2) == f'(z)dz+xdz^ . 

Supposons d’abord que f'{z) ne soit pas nul, et soit 

f'(=) = R',.. 

La valeur de d.f{z) pourra s’écrire 

d.f(Z) = {R»p.^y+x{,V- 

expression qui, pour p infiniment petit, différera infiniment peu 
de son premier terme. Donc, en supposant que l’on fasse décrire 
au point z - 4 - dz un cercle de rayon infiniment petit p autour du 
point z , le module de df{z) différera infiniment peu de R'p , et 
son argument différera infiniment peu de P' + 9 . Donc le point 
w'-^[{z -\- dz) décrira autour de te une courbe infiniment peu 
différente d’un cercle, et dont le rayon vecteur fera, avec le rayon 
vecteur du cercle décrit autour de 2 , un angle presque constant 
et infiniment peu différent de P'. 

Lors donc que l’on fera parcourir à z -'rdz le cercle complet 
autour de 2 , la fonction f{z -f-dz) devant, au bout de cetU' 
révolution, reprendre sa valeur primitive, décrira complètement la 
courbe fermée autour de te , et rencontrera par conséquent le 
rayon vecteur Oie quelque part entre O et te , si Ton a pris p assez 
petit pour avoir R';- < R , ce qui est toujours possible, tant que 
R n’est pas nul. Mais alors, pour la valeur de '-f qui ré|>ond à celle 
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rencontre, le module de f{i + dz) est moindre que celui de f{t). 
Donc le module de /'(z) n'était pas un minimum, comme on l'avait 
d'abord supposé. 

Nous avons admis, dans cette démonstration, que f'{z) n'était 
pas nul. Si l'on avait f'{z) = 0 , on pousserait le développement 
plus loin, et, en désignant par 


le coefficient de la puissance la moins élevée de dz qui ne dispa- 
raisse pas, on aurait 




‘ P'+ny ' (« + l)y 


expression qui diffère infiniment peu de son premier terme. On 
verrait de même que si z-\- dz fait le tour de z sur un cercle 
infiniment petit, ou seulement la «'*“• partie de ce tour, f{z + dz) 
fera le tour complet de w , et l'on en conclura de la môme manière 
que le module de f{z) ne peut pas être un minimum, s'il est 
différent de zéro. 

Donc puisque ce minimum existe, et qu'il ne peut pas être 
différent de zéro, il est nécessairement égal à zéro. Donc l'^uation 


fU) = O 


a au moins une racine de la forme ou .t -h iy , d'où l’on conclut 
ensuite qu’elle en a non-seulement une, mais m , c’est-iVdire 
autant qu’il y a d'unités dans son degré. 

Ce théorème démontré, on peut établir alors d'une manière 
générale toutes les propriétés fondamentales des équations algé- 
briques. 
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CHAPITRE IV. 

UK» K<IN<TI<INS KNldNKNTIKI.I.E.» KT CIHri l.AlHKS D'i NK VARIABI.K 
rOlII'l.EXE, UT DK LEL’IW PONCTIONS INVEUSK». 


I". 


lk$ eæitunenlielles d exposanl cumpltxr. 


77. Dp l'équation 

1 . 1=1 
P 1 p+t 

il résulte que la fonction 1^ jouit de la propriété générale expriméi' 
par l'équation fonctionnelle 

(t) ?(p) f(î) = ?(P +- î) . 

laquelle caractérise, comme on sait, les exponentielles réelles. On 
est donc conduit à rapprocher la fonction des exponentielles. 
Or, si l’on développe en série l’expression 


il vient 


1^ = cos p + i sin p . 


1 

P 



üL 

• 2 ! 


3! 4! 


+ . . . , 


ce que l’on peut écrire aussi sous la forme 

P 1 2! 3! 4! 


Le second membre de cette égalité n’est autre chose que ce que 
devient le développement de l’exponentielle 


(• 2 ) 


X 

e = 


, • X a?’ 

' T ir 



lorsqu’on y remplace x par ip . 

Si donc on prend cette série, qui est toujours convergente, pour 
définition de l’exponentielle e*, la même définition, appliquée au 
cas où l’on remplace x par ip , donnera pour résultat . 11 sera 
donc naturel de désigner cette quantité par le symbole c*', de 
sorte que l’extension de la définition de l’exponentielle par la série, 
pour le cas de l’exposant imaginaire, s’obtiendra en posant 
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Cette exponentielle imaginaire ainsi définie satisfaisant, comme 
l’exponentielle réelle, à l’équation caractéristique (1), sur laquelle 
est fondé tout le calcul des exponentielles, il s’ensuit de là que le 
calcul des exponentielles imaginaires se fera par les mêmes règles 
que celui des exponentielles réelles. 

Remarquons en particulier les équations suivantes, qui résultent 
de cette définition ; 


g«k7T( _ co3'2i;r + j3in2tff = +1 , 

k étant un nombre entier quelconque; et de mémo 

Ti , t , 

e * = e = + I , 

-11- un. 

P * — e • = e * == — J . 


78. Si, dans l’équation de définition (2f, on remplace x succes- 
sivement par deux quantités quelconques u et u , on prouve réci- 
proquement, par des identités algébriques, qu’il résulte de celte 
définition fégalité 


c’est-à-dire que toutes les fois que l’on prend l’équation (2) pour 
définition de l’exponentielle à exposant quelconque, réel, imaginaire 
ou complexe, celte exponentielle satisfait toujours à l’équation 
fonctionnelle (1). 

Donc les règles du calcul des exponentielles, définies par féqua- 
tion (2), subsisteront, quelle que soit la nature de l’exposant, et 
l’on aura, pour des valeurs quelconques de u et de i; , 

e . e = e , 

« 

e 


m étant une quantité réelle quelconque. 

Si l’on remplace m par une quantité complexe quelconque v , 
nous prendrons pour définition de la puissance l’équation 

/ « vV se . » vK 

('■)='■ = (e ) , 

qui est une extension de la formule établie pour les exposanls réels. 
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79. Nous pouvons maintenant remplacer la notation provisoire, 
que nous avions employée jusqu'ici pour représenter les quantités 
géométriques, par une notation plus commode et plus expressive. 
On a, d'après ce qu'on vient de voir, 

r = r . 1 = re' . 
r T 

C'est sous cette dernière forme que nous représenterons désormais 
les quantités géométriques dont 1a multi[)licalion et l'élévation aux 
puissances rentreront dès lors complètement dans les règles géné- 
rales de l'algèbre des quantités réelles. 


80. Étudions maintenant les propriétés de la fonction exponen- 
tielle e‘, dont l'exposant z est une quantité complexe, de la 
forme x + iy . 

On a (art. 78) 

e* = «*■'■**' ^ e*. e** = e*(cosÿ -t-isiny) , 

d'où l'on voit que cette expression se présente elle-même sous la 
forme complexe, ^ étant le module, et y l'argument. 

On a, de plus (art. 77), 

gt + Uizl ^ gt ^ 1 _ P» 


Donc l'exponentielle c* ne change pas de valeur, lorsqu'on aug- 
mente la variable z d'un multiple quelconque de la quantité imagi- 
naire de sorte que, si l'on fait varier z de manière à le faire 
croître de 2i:t ou d’un multiple de 2rt , la fonction e’ reprendra 
sa valeur primitive. On dit pour cette raison que e‘ est une fonction 
périodique de z , dont rtwdice de périodicité ou la période est . 

Fin. *3. Représentons géométriquement celte 

périodicité. Soit z = Æ-f-i»/ un point du 
plan, y étant d'abord sup[K)sé positif et 
moindre que 2-. Si l'on mène par ce 
point une parallèle à l'axe des y , et que, 
de part et d'autre de z , on porte sur cette 
parallèle, à la suite les unes des autres, 
des longueurs égales à 2?:, on obtiendra 
une suite indéfinie de points 



L î ' 1 > 


2 . 2, . 2, 


1 ’ • 


pour lesquels la fonction e* aura la même valeur. 
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Réciproquement, il est aisé de voir que ces points sont les seuls 
pour lesquels e' ait la valeur considérée. 

Si, de part et d’autre de l’origine O , on porte de même sur l’axe 
des y , à la suite les unes des autres, des longueurs égales à Sr, 
et que, par les points de division, on mène des parallèles à Ox, ces 
parallèles partageront le plan en bandes horizontales, de hau- 
teur , et de longueur infinie dans les deux sens, et dont chacune 
comprendra évidemment un des points 

• * * » ^ f f 

et un seul. Ces points seront placés de la même manière dans leurs 
bandes respectives, de sorte que deux de ces points viendront 
coïncider l’un avec l’autre, si l’on fait glisser l’une des bandes le 
long de l’axe des y , jusqu’à ce qu’elle vienne s’appliquer sur l’autre. 

Il résulte de là que, dans chacune de ces bandes, la fonction e‘ 
parcourt la scrie complète de ses valeurs, et qu’elle y prend chaque 
valeur une seule fois. 

Si l’on fait décrire à z une courbe quelconque dans une des 
bandes, ce qui donnera une certaine série de valeurs de e* , on 
obtiendra la même série de valeurs en faisant décrire à z une 
courbe égale située de la même manière par rapport à une autre 
bande quelconque. 

81. On verrait absolument de la même manière que la fonction 


est également périodique, sa période étant la quantité réelle 2it . 

On représenterait géométriquement la périodicité comme nous 
venons de le faire, avec cette seule différence, que les bandes, au 
lieu d’être parallèles à l’axe des x , seraient parallèles à l’axe des y. 


I II- 


Des (tnicHoM circulaires. 


8^. Des équations 



cos;j + I sin p , 
cos P — tsiiip , 
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COB// — 


if —if 

e -h € 


Hlu P 


if —if 

e — e 

-fi 


Nous prendrons ces équntions, établies pour le cas de p réel, 
jx)ur définitions des fonctions cosinus et sinus, dans le cas où l’on 
remplacera p par une variable complexe : . Nous poserons ainsi, 
quel que soit z 


siti Z 




Si l’on remplace z par a: -f iy , ces valeurs deviendront 

cos(a; + lÿ) = cosarChÿ — esinarShy , 
sin(a;+iy) = sina^Chy + icoaa-Sli v , 


Chy et Sby représentant les fondions hyperboliques 

Chy = cosiy = ’ 

1 r*— 

Sby = — «'“'y = — • ■ 

Ainsi cüs z et sin z se ramènent à la forme complexe, lorsque z est 
une quantité complexe. 


83. Les exponentielles dont les fonctions cos z et sin z 

sont formées par addition et soustraction, ayant l’une et l’autre 
pour période , ces fonctions elles-mêmes auront aussi pour 
période , de sorte que l’on aura, h étant un entier quelconque, 

cos ( 2 -t - 2 A- ir ) = cos 2 , 
sin (2 -(■ 2 Att) — sin 2 . 

Si l’on partage le plan en bandes verticales de largeur 2 t;, les 
deux fonctions cos z et sin z prendront, dans chacune de cæs 
bandes, la totalité de leurs valeurs. 

Mais on ne [wurra plus dire, comme pour l’exponentielle, que 
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ces fonctions ne prennent la môme valeur qu’une seule fois dans 
chaque bande. Considérons, en effet, la fonction 

it -Il 

e +e 

COS Z = r * • 


Il est clair qu’elle ne change pas de valeur lorsqu’on remplace 
I par — Z . On a donc 

cos ( — z) = cos Z , 

et, plus généralement, 

COS( — Z 4- ’îkn) = COS(3 4- -Ik'n) , 


quels que soient les entiers k et A- ' . De là résulte que cos z repremj 
Tilt î». la môme valeur nnn-seiilcinenl 

pour les point-s 

. . . , , z , Zj , ... 

situés dans chaque bande sur une 
rnôme parellèle à Ox , mais encore 
pour les points 

.... z 

disposés symétriquement aux pre- 
miers par rapport à l’origine O , et formant une seconde série de 
points équidistants, rangés sur une autre parallèle à O'x . 

Donc la fonction cosz passe, dans chaque bande, deux fois par 
la même valeur, et il est aisé de voir que les deux points d'une 
môme bande auxquels répondent deux valeurs égales sont placés 
symétriquement par rapport aux points 



• • • î ^ J » ÎT » ï • • • 1 

qui occupent sur l’axe des x le milieu de chaque bande. 

Si donc on fait décrire à z une courbe quelconque, la série des 
valeurs de cos : correspondante aux divers points de celle courbe 
se reproduira non-seulement pour les courbes égales, disposées de 
la môme manière par rapiwrt aux autres bandes, mais encore jwiir 
les courbes symétriques de celles-là par rapport aux points - , 
centres de ces Ixmdes. 


84. On pourrait discuter de môme directement la fonction sin ; . 
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Mais on peut aussi ramener immédiatement sa discussion à celle 
de cos Z . En effet, on a 

_ 

e ’ . 


1 


1 . 


d’où 


'■ J 

— — I « ' -h e .e ’ 


= 4( 


’) 


+ e 

— cos(z— = cos(^— z) . 


On aura donc, non-seulement 


sin Z = C03 (z — ^ -f- 2 A' ir) = sin (z + 2 i ff) , 

mais encore 

sin Z = C08 (— Z H- ^) = sin — (Z — -^) J = gin (»r — z) , 

d’où l’on conclura que la fonction sin z prend, dans chaque 
bande, la totalité de ses valeurs, et chaque valeur deux fois dans 
la même bande. 


85. La fonction 

tangz 

pouvant se mettre sous la forme 


gin Z 
cos Z 


, lA —I» 

1 e — e 


il 


—fl 


tangz = 


, iis , 

i e — 1 

~T ~îTi , 

' e +1 


est liée à e**' par une équation du premier degré, et aura la même 
période que cette exponentielle, c’est-à-dire la période z , de sorte 
qu’on aura, quel que soit l'entier A , 


tanp ( Z -f A n t — tan<r z • 
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Si l'on partage le plan en bandes verticales de largeur r. , tang z 
prendra dans chaque bande la totalité de ses valeurs, et chaque 
valeur une seule fois. 


86. Ce que nous venons de dire des fonctions circulaires, s’ap- 
pliquerait aux fonctions hyperboliques 


Chz: 


cos I ; = 


* —i 

e -h e 


1 * 

Cl * • ^ 

Sli Z = -T- sin is = 25^ 

t ï 

Th * * ■ Shz 

Th. = -tang,.-=-g^, 


au seul changement près des bandes verticales en bandes horizon- 
tales, et de l’indice de périodicité 2;: en 2ir» . 


I 111- 


Des litgarilhmes. 


87. Nous avons vu que la fonction e * , dans chacune des bandes 
horizontales de largeur 2x dans lesquelles on divise le plan, prend 
la série complète de ses valeurs, et prend chaque valeur une seule 
fois. 

Réciproquement, étant donnée a priori une valeur quelconque 
de la fonction e‘, il est facile de voir que l’on pourra toujours 
assigner à z une valeur qui fasse prendre à e' la valeur donnée, et 
de cette valeur de z on en déduira une infinité d’autres, situées 
chacune dans chaque bande de largeur 2x . 

Posons, en effet, 

(1) «' = fo = U -I- le , 

w = u + iv étant la valeur donnée, et cherchons à déterminer 
pour Z une valeur de la forme x-hiy . En identifiant 

e = e — e (cosy ^-ismy) 

avec u-\-iv , il vient 

cos y = M , 

/ flin y =: r , 
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d’où (art. 48, remarque) 


X 1= logt/u’-i-f’ . 

t' 

y = arc taiig -j— • 

Si l’on observe que les arcs qui ont pour tangente , cl dont 
le sinus et le cosinus ont respectivement les signes de v et de u , 
ont une infinité de valeurs, différant entre elles par un multiple 
quelconque de 2r , et que l’on représente par arc (ang — - l’une 
d’entre elles, la plus petite valeur positive, par exemple, la valeur 
générale de y sera alors 

I' 

y = arc taiig h ’iki; . 

Il 

En appelant donc logarithme de ir = w+rv la fonction 2 
inverse de l’exponentielle, et définie par l’équation (I), on aura 

(2) lo?(« + n’) = logKd’ + r* 4- 1 are tamr — r'îhKi, 

U 

les fonctions logarithme et arc tangente du second membre étant 
prises dans leur sens arithmétique et restreint, tandis que la fonc- 
tion logarithme du premier membre est prise dans le sens le plus 
général, au point de vue des quantités complexes. 

Lorsqu’il est utile de distinguer par la notation le sens généralise 
des fonctions de quantités complexes, on le fait, en les entourant, 
à l’exemple de Cauchy, de doubles parenthèses, et en écrivant le 
premier membre de l’équation précédente sous la forme 

log({M -H ir)) . 

88. Si la valeur de l’exponentielle c’ était donnée sous la forme 
ou re**", on aurait de même 

(3) log(r<’''’) = logr -t i/) t , 

d’où l’on pourrait déduire immédiatement la formule (2). 

En particulier, si iv est une quantité réelle et positive, alors 
P = 0 , = r , et Ton a 

log((r)) = log r -I 2 A- . 

Ainsi, parmi les valeurs en nombre infini de log((r)), une seule 
est réelle ; c’est la valeur arithmétique. 
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Si w est une quantité négative, p = r. , d’où 

•"!?((—>■)) = logr-p ('■2A + l)r« . 


f)!» 


89. D’après cela, les valeurs représentées par les formules (2) 
ou (3) ont toutes môme partie rwlle, et sont disposées dans chaque 
bande sur une môme parallèle à l'axe des y , comme les diverses 
valeurs de z dans la (ig. 23 ( p. 52). 

On voit que la fonction inverse d’une fonction périodique est 
une fonction multiforme, susceptible, pour chaque valeur de la 
variable, d’une infinité de déterminations, qui difi’èrent entre elles 
par des multiples d’un môme intervalle constant. 


i IV. 

i'OU'tùtus circulafres iuvrrses. 

90. Considérons d’abord la fonction inverse du cosinus, c’est-à- 
dire la valeur de : = arc cos w , déterminée par la formule 

U —it 

e -r e 

CO.S Z = =: IH- » I! -■= «; . 


On tire de cette équation 
e 

d’où 


■'iwe -H I = O 


e * = tt) -I + 1 ) (io — t ) , 

- = lofr lW •( V'îw + \ ) {w — t )] . 


Si l’on pose 


»p + 1 = 


= 


w — 1 = /s e ^ 

ï’-t' ?" 

— - ? 


d’où 


Vw'-\ - pe ’’ = 


.11 U . 


la valeur de z prendra la forme 


•I 


c — — log [h -e s-t- f (i> H- o] • 

et nous avons vu comment celte valeur ptml se ramener à la forme 
complexe. 
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Remarquons d’abord que, les angles pouvant être rem- 
placés par f' + 'ik'n , , f pourra l’ôtre pr 

f+(k'+i')n, ou simplement y + A-Tr, 

k étant un nombre entier quelconque. On a ainsi, pour le radical 

, 

deux valeurs égales et de signe contraire, suivant que k est pir 
ou impair. Donc z est susceptible de deux séries de valeurs, que 
l’on put représenter pr 

z' = log ((ftJ — 1 )) , 

Z’ — -|-log((w — — 1)) . 

Les deux quantités w-\-Vw' — \ , w — V w' — 1 ayant pur pro- 
duit l’unité, leurs logarithmes seront égaux et de signes contraires, 
et il en sera de môme pur les valeurs z', z". 

Donc enfin la valeur générale de z = arccos((u -f iv)) pourra 
se mettre sous la forme (art. 48, rem.) 


arccos({« l'r)) 

= ^\ 
en posant 


= ±1 arctang-^^-^ logl/(u + s)*-i- (p -f- f)‘ | , 


1 ^ 2ttP 

y=-^arctang— 


.. <0 
s+ tt— pe ^ . 

On voit que les différentes valeurs de z sont distribuées sur le 
plan, comme l’indique la fig. 24 (p. 55). 

On obtiendrait de môme la valeur de 


arc sin w 


arc cos w ■ 


91. Passons maintenant à la fonction inverse de la tangente, 

z = arc tang te , 
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déterminée par la formule 


Cl 


w = tang Z = 


1 


SiJ , 

e — I 


€ -h 1 


On a, d'après cette équation de définition, 

1 +iw 
1— iw ’ 




1 , 1 4- I w 

Z = log • 


■2( ° l—iw 

En faisant w ~ re‘^ , on a, d'après le paragraphe précédent, 
Z = arc tang (re ') ~ [log(l + «re*'') — log(l — »re')] 

i 

ï“ 


t ^ 2reosn i . I + 2rsinp + r’ 
= -TT- arc tang — : 4- — log ^ 


3 = 

OU, sous une autre forme, 
arc tang ( « 4- 1 r ) 


1 — 3rsiup 4- r‘ 


1 


2« 


-- », (1 4-»’)’-t-»»’ 

= ^ai-ctang -4- , log— 4 A‘7 

i 1 M* f* 4 (1 f)' t H* 


I V. 


Exponmiietles et logarilhmes à baie complexe. 


92. Jusqu'ici nous n'avons considéré que les exponentielles 
relatives à la base e , à laquelle se ramènent immédiatement les 
exponentielles relatives à une base réelle et positive quelconque a , 
puisque l'on a 

t flOgtf 

a = <? , 

log a désignant le logarithme arithmétique du nombre positif a. 

Voyons ce que donnent les règles de calcul établies jusqu’ici, 
lorsqu’on les applique au cas où <i est remplacé par un nombre 
complexe de la forme a-\-ib , que nous pouvons Ujujours ramener 
(§ 111) à la forme 

i + iu 

e . 

On a alors 

(0 4-17;)*= 

quantité qui se ramène encore à la forme complexe. 
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Si la base est donnée sous la forme a + ib , son argument ft 
n'étant connu qu’à un multiple de 2;: près, la valeur générale de 
l’exponentielle sera en réalité 

^l*-(fl+ît7T)r [((i + îtirjx-t-i»] 

Ici le module, comme l’argument, dépend de , et l’un et l’autre 
sont susceptibles d’une infinité de valeurs, correspondantes à la 
fois à des distances et à des directions différentes. 

Pour y = 0 ,,r exposant étant réel, le module de l’exponentielle 
est déterminé ; l’argument seul a une infinité de valeurs, tant que ar 
n’a pas une valeur rationnelle. Dans ce cas l’exponentielle, comme 
nous l'avons déjà vu dans l’article 73, sera représentée par un point 
quelconque d’un cercle de rayon e 

Pour a; = 0 , l’exjKisant étant imaginaire, l’argument sera déter- 
miné; mais le module aura une infinité de valeurs en progression 
arithmétique, correspondante à des points en ligne droite. 

Dans le cas général, on voit, en faisant varier k , que, pour des 
arguments croissant en progression arithmétique, on a des modules 
ou rayons vecteurs croissant en progression géométrique. Donc 
tous les points obtenus en donnant à k différentes valeurs sont 
situés sur une même spirale logarithmique, et les rayons vecteurs 
de deux points consécutifs font entre eux un angle constant (*). 

On a donc ici affaire à une fonction multiforme, comme les 
logarithmes ou les arcs de cercle. Comme les points qui représen- 
tent les diverses valeurs sont séparés les uns des autres par des 
intervalles finis (sauf pour les valeurs infinies de k pour lesquelles 
ces points tendept vers l’origine, point asymptotique de la spirale), 
on pourra les séparer les uns des autres de manière à choisir celui 
qui convient à la question. Donc la fonction 

(a + tb) 

dans le cas où y n’est pas nul, remplit les conditions nécessaires 
pour être admise en analyse. 

1)3. Nous supposons ici l’exposant x + iy complètement déter- 
miné. Si l’on se contentait, comme on peut le faire dans le cas 


(•) J Warren, On tbe yeonietrical represenlalion of Ihc poti ers, olc., arl. -12 
fl .')0. {Vhihs. Transacl., 1829.) 
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d'une bose réelle et positive, de donner l’exposant à un multiple de 
2ri près, l'exponentielle deviendrait alors, en remplaçant y par 
y + ‘îh - , 

(pi+atîrHii+JAn) ^l[(/t+îlur)*+X (»+*«)] 

Les points qui représentent les valeurs de cette fonction sont alors 
distribués sur une infinité de spirales logarithmiques. Mais pour 
des distances de l'origine, finies et différentes de zéro, les points 
seraient encore séparés par des intervalles finis, et la fonction 
admissible. 

94. Pour que la fonction 

{a H- tb) = e' 

reprenne la même valeur, lorsqu’on changera z en z-]- g ,\\ faut 
et il suffit que l'exposant de e croisse d’un multiple de 2i:i , c’est- 
à-dire que l’on ait, n étant entier 

(X -(- iji)g = , 

'Jnirl _ 5«ir(;i -( il) 

® “ 1-1- 1> îdTT 

Donc la fonction (a -f- ib)‘ est périodique comme dans le cas 
d’une base réelle, et sa période est la quantité complexe 
. 11 ) • 

+ 

Mais il faut remarquer que fi étant susceptible d’une infinité do 
valeurs de la foriue gi -f- ikr. , la période n’est plus la môme eu 
passant d’une valeur à l’autre. Elle tend vers zéro pour /; = ± oo . 
C’est ce qu’éclaircira encore l'article suivant. 

95. Proposons-nous maintenant le problème inverse ; trouver 
la fonction 

2 = log^lC , 

déterminée par l’équation^ 

‘ (a Kib)* = *0 = (i-i-io, 

ou, en exprimant a -|- ib et a -i- it; au moyen de leurs logarithmes, 

^t+ll+Ukit 
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On en conclut, en idcntinant les exposants, 

(1) >a; — (n + ’2kn)y = * , 

(2) (ft + 2A-jt)x -I- > y = t + 2A»t . 

En éliminant k entre ces deux équations, on en tire 

(3) \{x' + y') — SX — (t 2Aff)y = O . 

Les points satisfaisant à la question sont situés à l'intersection 
des droites représentées par l’équation (t) avec les cercles rtqiré- 
scntés par l'équation (3). Toutes les droites (1), ainsi que tous les 
cercles (3), rencontrent l’axe des x au point A , dont l’abscisse est 
a: = -^ , et tous les cercles passent par l’origine. 

Les droites (1) rencontrent une parallèle aux x en une série de 
points équidistants. Les centres des cercles (3) forment une autre 
série de points équidistants. 

Pour A = ± 00 , les ^>oints situés sur chaque cercle (3) conver- 
gent vers le point 0 . 

Si l’on cherche le lieu des points pour lesquels la différence 
h — k = g àes indices est constante, on trouve, en éliminant k 
entre les équations (I) et (2) , après y avoir remplacé A par A -t- y , 

\{x' + y') — (* + 3i)a; — (t — fi -i- 2ÿrr)i/ + * = 0 , 

équation d’une série de cercles passant au point A et au point de 
l’axe des x dont l’abscisse = 1 , les centres étant distribués à 
intervalles égaux sur la droite ® = -|-0.A + . 

Les deux systèmes de cercles 
dont les intersections déterminent 
les points z , partagent le plan en 
quadrilatères curvilignes tels que 
abdc , dont les points z forment 
les sommets. 

Il est aisé de voir que, sur cha- 
que droite (1), pour A constant, 
les points z sont distribués à des 
distances égales, ce qui corres- 
pond à la période de la fonction 
(a ib)‘ dont il a été question 
rvalle change d’une droite è l'autre. 


Fil w. 



dans l’article précédent. Cet i 








